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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ ТОМОВ | и п. 


Книга Э. Гурса „Курс математического анализа“ уже ириобрела у рус- 
ских читателей заслуженную’ известность и признание. По объему это 
руководство является одним из наиболее полных в современной миро- 
вой математической литературе; в то же время излагаемые факты вы- 
браны не по принципу энциклоиедичности; выбор проникнут одной руко- 
волящей мыслью —- дать необходимый материал, на котором основывается 
разработка наиболее важных проблем современной науки. Книга уже 
принесла большую пользу нашей университетской учащейся молодежи 
как пособие для углубления обычного курса анализа и для самообразэ- 
вания; можно смело сказать, что она много способствовала повышению 
уровня нашей математической культуры. Прежние переводы сделаны — 
том [с первого и второго французских изданий, том Ц — со второго издания. 
За прошедшее с тех пор время автор подверг первый том своего курса 
значительной переработке, а во втором введены болыпие дополнения. 
Основной целью его быно поставить новые издания на современный 
уровень развития математической мысли; достаточно указать, что за 
последние десятилетия основные понятия теории функций действитель- 
ного переменного стали необходимым средством для обоснования ана- 
лиза; дополнения касаются ряда вопросов, разработанных в последние 
десятилетия и настолько важных, что они должны найти свое место 
в учебнике; наряду с этим в изложение диференциальной геометрия 
систематически введены гауссовы координаты. Естественно, редактор 
поставил своей целью дать эти новые факты и идеи в переводе. С дру-, 
той стороны, Гурса исключил в новых изданиях ряд „элементарных“‘ 
вопросов, как, вапример, систематическую теэрню неопределенных ин- 
тегралов, которые во Франции отнесены к курсу средней школы. Имея 
в виду нашего советского читателя, редактор не мог согласиться с та- 
кими сокращениями. Поэтому болыная часть материалов старых изданий. 
пропущенная автором в последующем, все же включена в настоящий 
перевод. Для удобства читателя нумерация параграфов согласована с 
последними (том 1, изл. 5-з, том И, изд. 5-е} французскими изданиями. 


б ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 


В основу настозиего издания положен прекрасно сделанный А. И. Не- 
красовым н тщательно нроредактированияй покойным Б. К. Млодзеев- 
ским текст первых русских изданий. Переводы добавлений сделаны для 
| тома Ю. Ф. Моронщиным (аналитические главы} и Н. В. Ефимовым 
{теорня поверхностей). для П тома С. Ф. Моропжиным (1-й полутом) 
и Ю. А. Рожанской (2-й полутом). 

В заключение считаю своим долгом ирнветствовать решение ГТТИ 
дать советскому читателю все три тома пениого труда Э. Гурса в русском 
переводе; мы вправе надеяться, что появление этого издания будет и 
дальше способствовать повышению уровня математической культуры 
нироких кругов читателей этой книги. 


В. Степанов. 
Москва, 1932 г. 
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ГЛАВА 1. 


ВВЕДЕНИЕ. 


Постепенным обобщением мы переходим в арифметике от чисел на- 
туральных к числам дробным, к нулю и к числам относительным (по- 
ложительным и отрицательным). Но уже операция извлечения корня 
приводит к введению нового рода чисел, иисел иррациональных. К этим 
новым числам мы приходим также, применяя числа к измерению кон- 
кретных величия. Если мы имеем, например, две соизмеримых длины А 
и В, то мерою В по отношению к А, или отношением В к А, назы- 


т 
‚вается число — , представляющее частное чисел т и п, показывающих 
я 


содержание общей меры в длинах Ви А. Если А и В чесоизмеримы, 
то их отношение не может быть представлено целым или дробным чис- 
лом и является числом другого рода — иррациональным. Хотя несоиз- 


меримое отношение я не равно никакому рациональному числу, но 


г 


существует бесчисленное множество рациональных чисел, сколь угодно 
близких к А чтобы получнть такос число, достаточно заменить В ка- 


ким-нибудь отрезком С, отличающимся от В менее чем на любой сколь 
угодно малый отрезок 6, но соизмеримым с А. На этом основан спо- 
об приближенного вычисления иррациональных чисел, как отношений 
Между несоизмеримыми величинами, излагаемый в элементарной геометрии. 

Иррациональные числа можно также определить чисто арифмети- 
мески, не прибегая к рассмотрению отношений между конкретными вели- 
йинами. Мы изложим здесь метод Дедекинда (Дейекта). 

Пусть мы каким-нибуль способом разбили все рациональные числа 
ва два класса А и В, обладающие тем свойством, что каждое число а 
класса ДА менее каждого числа $ класса В. Будем говорить, что мы 
ким установили в области рациональных чисел некоторое сечение. При 
вом могут представиться три случая. 

1. Среди чисел класса А есть некоторое число ЕЁ, большее всех 
остальных чисел того же класса. | 

2. Среди чисел класса В есть некоторое число [, меньшее всех 
остальных чисел того же класса. 

3. В классе А нет ни одного числа, большего всех остальных чи. 
сел того же класса, и в классе В нет ни одного числа, меньшего всех 
остальных чисел того же класса. 
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В первых двух случаях очевидио, что наше разбиение рациональ- 
ных чисел на два класса вполне определяет число [, обладающее тем 
свойством, что всякое число, меньшее [, принадлежит к классу А, 
а всякое число, большее [, принадлежит к классу В. Такое число назы- 
вается иногда само сечением и обозначается символом (А, В). В третьем 
случае не существует рационального числа, обладающего предыдущими 
свойствами, но мы будем принимать, что и в этом случае наше разби- 
ение определяет некоторое иррациональное число Ё, большее всех чи- 
сел класса А и меньшее всех чисел класса В. Это число РЁ определяется, 
таким образом, арифметически как некоторое сечение. 

Докажем, что каждому числу, Данному как отношение двух велн- 
чин, соответствует некоторое определенное сечение. Для этого будем 
изображать по правилам аналитической теометрии каждое число х 

! 

к. гле ОК- 
единица меры, равнялось х. Пусть нам дано число Ё. Тогда соответ- 
ствующая точка 2’ на прямой распределит все рациональные точки на 
два класса А’, В!, причем к А' мы отнесем все рациональные точки @', 
лежащие влево от /’, ак классу В'— все точки 5, лежащие вправо 
от [/; если точка Г’ сама рациональна, то мы отнесем ее безразлично 
к классу А' или к классу 8'. Очевидно, что при этом координата каж- 
лой точки а’ будет меньше координаты каждой точки 6’, и мы получим 
некоторое сечение, определяющее данное отношение Г. 

Докажем, обратно, что каждому данному сечению (А, В) соответ- 
ствует отношение некоторых лвух отрезков. Пусть нам дано сече- 
ние (4, В). Рассмотрим все рациональные числа а, принадлежащие 
к классу А, и все рациональные числа 6, принадлежащие к классу В, 
и нанесем на прямой все точки а’, 5", координаты которых суть рацио- 
нальные числа а, д. Так как из самого определения сечения следует, 
что каждое число а меныие каждого числа 6, то все точки а’ будут 
лежать по одну и ту же сторону относительно всех точек 5'; например, 
при обычном способе изображения все точки а’ будут лежать левее 
всех точек &'. Распределим теперь все точки прямой на два класса А’, 
В’ следующим образом. К классу А’ отнесем все точки @’ и все точки, 
лежащие между точками а’, а к классу Б'— все остальные точки пря- 
мой. При дальнейшем доказательстве мы будем пользоваться тем свой- 
ством, что точки прямой образуют на ней непрерывный ряд. Это свойство 
выражается различным образом. Мы выразим его в следующей форме: 

Если все точки прямой распределены на 9за класса таким обра- 
зом, ито между каждыми двумя точками одного в того же класса 
находятся только точки того же класса, то всегда существует 
одна и только одна пограничная точка, т. е. такая точка, что 
каждые 0ве точки, между которыми она лежит, принадлежат 
ю различным классам. 

Очевидно, что предыдущее распределение точек прямой на классы А", 
В" обладает свойством, требуемым этой аксиомой. Поэтому здесь су- 
ццествует такая пограничная точка /['; пусть ей соответствует число [.. 
Если это число рационально, то оно принадлежит или к классу А, илн 
к классу В, и мы имеем а= [< 6, или а< [== 6; если же число /. —- 


точкою х’ некоторой прямой так, чтобы отношение 


р 
г? 
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иррациональное, то мы имеем ах [< 5. Таким образом число Г, 


# 


О 
определенное как отношение ОК ' может быть также определено и как 


сечение (А, В). Отсюда следует, что сечения определяют все непрерыв- 
ное множество действительных чисел. 


1. ПРЕДЕЛЫ. МНОЖЕСТВА 


1. Пределы. Говорят, что переменное х имеет пределом постоянное 
число @, или стремится к а, когда абсолютная величина разности х — а, 
начиная с некоторого момента, становится и остается меньше всякого 
наперед заданного положительного числа. Когда а==0, переменное х 
называют бесконечно малым. Выражения: „х имеет пределом число а“ 
и „разность х—а бесконечно мала“, очевидно, равнозначны. Чтобы 
показать, что переменное х стремится к пределу а, разность х—-а 
часто разбивают на пекоторое ‚число частей, например на три, и дока- 
зывают, что абсолютная величина каждой из этих частей с некоторого 


= 
< 


момента остается меньше, чем --, причем = — произвольное положи- 


‹ 
тельное число. 

Этот способ доказательства, который мы часто будем применять, 
иногда называют методом доказательства с помощью = (=-доказа- 
тельство). 

Пользуясь неправильным, но удобным способом выражения, говорят 
гакже иногда, что переменное х имеет предел - со или — со, или 
стремится к -Е со. Выражение: „х имеет предел, например -|- со “, озна- 
чает, что переменное х с некоторого момента становится и остается 
болыним всякого наперед заданного положительного числа А, а не то, что 
разность (+ со — х) стремится к нулю, что не имело бы никакого смысла. 

Подобным же образом часто говорят, что какая-либо переменная 
по форме или по положению геометрическая фигура имеет своим пре- 
делом данную пеизменную фигуру. Если в каждом частном случае 
желают немного уточнить это выражение, приходится измерять с по- 
мощью одного или нескольких переменных параметров расхож3ение 
неизменной и подвижной фигуры, и предшествующее выражение озна- 
чает в точности, что эти переменные при определенных условиях 
стремятся к нулю. Возьмем, например, две соседние точки М и М' на 
кривой С. Говорят, что хорда ММ’ имеет предельным положением 
касательную МГ в точке М, когда точка М’ неограниченно прибли- 
жается к точке М но кривой С. Так как обе прямые ММ’ и МТ пере- 
секаются в неподвижной точке М, естественно принять за меру их рас- 
хождения острый угол а, образуемый обеими прямыми, и высказанное 
утверждение, на языке анализа, означает, что угол @ станет меньше данного 
произвольно выбранного угла =, в предположении, что расстояние ММ’ 
само будет меньше другой подходящим образом определенной длины 0. 

2. Сечения в области действительных чисёл. Предположим теперь, 
‚что мпиожество всех чисел. как рациональных, так и иррациональных, 
разбито па два класса А и В, обладающих следующими свойствами: 
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1) Всякое положительное или отрицательное число принадлежит 
х одному из двух классов. 

2) Любое число класса А меньше любого числа класса В. 

Очевидно, что оба класса содержат бесчисленное множество как 
рациональных, так н иррациональных чисел, Покажем, что всегла су- 
зцествуст число [, обладающее следующими двумя свойствами: 

1) Всякое число, меньшее Ё, принадлежит к классу А. 

2) Всякое число, большее Ё, принадлежит к классу В. 

Это число Ё называется и в этом случае сечением и, как мы увидим, 
улет или рациональным, или иррациональным. Существование числа [. 
есть следствие самого понятия иррационального числа, как мы его ввели 
выше. В самом деле, рассмотрим в обоих классах А и В только рацио- 
нальные числа. При этом множество всех рациональных чисел разо- 
бьется на два класса (а) и (8), обладающих следующими свойствами: 
1) всякое рациональное число принадлежит к одному из двух клас- 
с08; 8) любое рациональное число класса (а) меньше любого рациональ- 
ного числа класса (8). Здесь могут представиться три случая. 


1) В классе (4) может существовать рациональное часло г боль- 


? 
шее всех рациональных чисел того же класса. Тогла это число 


2 
и булет числом [. В самом деле, всякое чнело. меньшее Р., ипрнналле- 
9 


жит к классу А. Всякое число 6, большее Р, приналлежит к классу В. 
4 
Это очевидно, если В рационально; если же В иррационально, то мы 
й =”. 
возьмем число г, заключающееся межлу Риф. Это рациональное чи- 
4 


сло г приналлежит к классу В; следовательно, принадлежиг к классу В 
и число 6. 


‚ 


2) В классе (8) может существовать рациональное число с, мень- 


шее всех рациональных чисел того ж: класса. Как и в первом слу- 


| 
чае, можно доказать, что число ”. будет числом [. 

3) Наконец, может быть, что в классе (а) нет ни одного рациональ- 
ного числа, большего всех остальных рациональных чисел того же 
класса, и в классе (8} нет ни одного рационального числа, меньшего 
всех остальных рациональных чисел того же класса. Тогда такое раз- 
биение рациональных чисел на два класса (а) и (8) определяет, по 
предыдущему, некоторое иррациональное число м, большее всех рацио- 
нальных чисел класса (а) и менышее всех рациональных чисел класса (8). 
В этом случае числом Г будет именно это число и. В самом деле, 
всякое рациональное число, меньшее 2, будет принадлежать к классу А, 
и всякое рациональное число, большее т, будет принадлежать к клас- 
су В. Возьмем теперь какое-нибудь иррациональное число иё < т, и 
пусть булет А рациональное число, заключающееся между м’ и т; 
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так как А принадлежит к классу А, то будет принадлежать к классу ‚1 
и число Ш’. Точно так же можно было бы доказать, что всякое ирра- 
цнональное число, большее 2, принадлежит к классу ВБ. 

Самое сечение [ может принадлежать как к классу А, так н 
к классу В. Так, в первом случае оно принадлежит к классу А, во 
втором —к классу В, а в третьем оно может принадлежать или 
к классу А, или к классу В. Мы видим здесь, что сечение, произве- 
денное в множестве всех как рациональных, так и нррациональных чи- 
сел, не дает никаких новых чисел. 

Это пояятие сечения встречается в большом числе вполне элемен- 
тарных вопросов. Рассмотрим, например, ряд, общий член которого 
есть и7Ё; если отнести к классу А все числа м, для которых этот ряд 
расходится, а к классу 3 все числа м, для которых ряд сходится, то 
получается разделение всех чисел на два класса, очевидно, уповлетворя- 
ющее всем поставленным условиям. Здесь мы имеем [.=1, и это число 
[ принадлежит к классу А. у 

3. Ограниченные множества. Мы уже несколько раз унотребляли 
слово множество. Понятие множества принадлежит к числу тех, кото- 
рые, повидимому, бесполезио определять иначе, как с помощью приме- 
ров. Всякая совокупность предметов в конечном или бесконечном числе 
составляет множество: таковы множество целых чисел, множество рацио- 
нальных чисел, множество прямых, лежащих в плоскости, и г. д. Мы 
займемся здесь лишь числовыми множествами. Говорят, ‘что числовое 
множество Е ограничено сверху, если существует число а, болылее 
всех чисел этого множества; ясно, что, если существует одно такое 
число, таковых пайдется бесконечное множество, и всякое число. 
0б тадающее указанным свойством, называется верхней границей чисел 
множества Е. Таким же образом множество Е называется ограничен- 
ным снизу, если существует число 6, меньшее всех чисел множества Е: 
всякое число, обладающее этим свойством, есть нижняя граница 
чисел этого множества. Множество, ограниченное сверху и снизу, на- 
зывается ограниченным. Множество всех положительных чисел ограни- 
чено снизу; множество всех отрицательных чисел, заключенных ме- 
жлу Оби — 1, ограничено и сверху и снизу; множество всех положитель- 
ных и отрицательных чисел не является отраниченным ни сверху, ни 
снизу. 

Пусть Е — числовое множество, ограниченное сверху. По отноше- 
нию к множеству Е можно разбить все числа, как положительные, так 
и отрицательные, на два класса: А и В. Мы скажем, что число х при- 
надлежит классу А, если существует одно или несколько чисел множе- 
ства Е, болыних х, и что оно принадлежит классу В, если нет ни од- 
ного числа множества Е, превосхоляшего х. Очевидно, раз множество Е 
ограничено сверху, то найдутся числа обоих классов и всякое число 
класса А меньше всякого числа класса В. Пусть М — число, разграни- 
чивающее оба эти класса. Это число М облалает следующими двумя 
свойствами: 

1) Нет ни одного числа множества Е, превосходящего М. 

2) Каково бы ни было положительное число , всегда найдется 
число, принадлежащее множеству Е, большее, чем М— в. 
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В самом деле, предположим, что существует в Ё число 
МВ (>09), 


й 
больнее М. Число м+Ръ, которое также превосхолит М, приналлс- 


жало бы классу А; но это невозможно. С другой стороны, если # есть 
какос-нибудь положительное число, число М — в принадлежит классу А, 
следовательио, существует в множестве ЕЁ, по меньшей мере, одно чис- 
ло, превосходящее М — в. 

Число М, определенное? указанным способом, называется точной 
верхней границей или просто верхней границей множества Е. Это чис- 
ло М может само принадлежать Е; это всегда так и будет, если множе- 
ство составлено из и чисел (где п конечно). Но если Е содержит бес- 
конечно много чисел, верхняя граница не входит непременно в состав 
множества. Рассмотрим, например, множество рациональных чисел, 
квадрат которых не превосходит 2; верхней границей будет иррацио- 
нальное число И2, которое не принадлежит множеству. Наоборот, мно- 
жество как рациональных, так и иррациональных чисел, квадрат кото- 
рых не превосходит 2, также имсет верхнюю границу И2, но это 
число уже входит в состав множества. Заметим еще, что, если М не при- 
надлежит множеству Е, всегда найлется бесконечно много чисел Е, пре- 
восходящих ЛМ — =, сколь бы мало ни было =. В самом деле, если бы 
их существовало лишь‘ конечное число, наибольшее из них было бы 
верхней границей Е. 

Таким же образом показывают, что если множество Е ограничено снизу, 
существует число Ш, обладающее следующими двумя свойствами: 

1) Ны одно из чисел множества Е не меньше т. 

2) Если дано положительное число в, всегда найдется число мно- 
жества Е, меньшее, чем т-Ге. 

Это число 1 называется нижней границей множества. 

Ясно, что не может существовать более одного числа, обладающего 
двумя свойствами, характеризующими 2; то же самое справедливо и 
но отношению к М. 

4. Наибольший из пределов. Пусть будет Ё некоторое ограничен- 
ное множество, содержащее бесконечное количество чисел. По отноше- 
нию к этому множеству мы можем разбить все как положительные, так 
и отрицательные числа на два класса А’ и Б’ следующим образом. Мы 
будем говорить, что число х принадлежит к классу 4’, если суще- 
ствует бесконечно много чисел множества Е, больших числа х. В про- 
тивном случае мы будем говорить, что число х принадлежит к к”ассу 
В'. Так как множество Е — ограниченное и состоит из бесконечного 
множества чисел, то очевидно, что существуют числа обоих классов, 
и что любое число класса А' меньше любого числа ктасса В'. Пусть 
будет А число, разделяющее оба класса А’и В’; слелуя Коша, это 
число называется наибольшим из пределов множества Е. Пусть будет 
< произвольное положительное число; по самому опрелелению числа А 
очевидно, что число А -|-з принадлежит к классу 5, и число А —е к 
классу А’. Следовательно. всегда есть бесконечно много чисел множества А, 
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м Ав, тогда как есть только конечное число чисел (или ни одного) 
больших А-г =. 

Это число А связано с одним важным вопросом. Для простоты из- 
ложения будем изображать каждое число а точкою с абсциссою а на 
‘прямой х’х, и обозначим одною и тою же буквою как точку оси, так 
и ее абсциссу. Таким образом всякому множеству Е чисел соответствует 
множество точек на прямой, или линейное множество. Точки ограни 
ченного множества расположены все на отрезке оси конечной длины. 
Пусть дано линейное множество Е; если вблизи некоторой точки [ этого 
множества находится бесконечно много точек множества, или, точнее, 
если существует бесконечно много точек множества, расположенных 
межлу [в и /[--, где = — произвольное положительное число, то 
точка [ называется предельною точкою или точкою сгущения. 

Всякое ограниченное линейное множество, содержащее десконечно 
много точек, имеет, по крайчей мере, одну предельную точку. 

Точка с абсциссой А, которую мы только что определили, есть, оче- 
зидно, предельная точка множества Е, и мы видим, что всякое ограни- 
менное личейн.е множество, содержащее бесконечно много точек, 
имеет, по крайней мере, одну предельную точку. 

Это частный случай более общего предложения, называемого ирик- 
ципом Больцано (Во[гапо), согласно которому всякое ограниченное 
множество, содержащее бесконечно много точек в пространстве любого 
числа измерений, имеет, по крайней мере, олну точку накопления, т.е. 
такую точку, что всегда существует бесконечно много точек множества Е, 
удаленных от нее на расстояние, меньшее числа $, как бы мало это 
последнее ни было. Доказательство, данное для линейного множества, 
‘может быть распр странено и на общий случай. Я его здесь намечу 
для плоского множества. 

Пусть Е — некоторое бесконечное множество точек плоскости с коор- 
динатами, заключенными между двумя постоянными числами А и В. Если 
4х, У) суть координаты точки этого множества, то числа х и у обра- 
зуют два линейных ограниченных множества Е„ Е„ Если одно из 
этих множеств, например Ё„, состоит из конечно о числа различных 
значений, то в множестве Е найдется бесконечно много точек с одной 
и той же абсциссой, которые, следовательно, образуют линейное мяо- 
жество, имеющее предельную точку. Если Е’; и Е, содержат бе:конечно 
много точек, то пусть Х будет наибольший из пределов Е„; тогда, со- 
гласно самому огределению этого числа, найдется бесконечно много 
точек Е, абсциссы которых заключены межлу Х—еи Хе, как бы 
мало ни было $. Точки прямой х = Х также могут быть разделены на 
два класса; мы будем говорить, что точка этой прямой с ординатой у 
приналлежит к первому классу, если найдется бесконечно много точек Ё!, 
ординаты которых превосходят у, а абсциссы заключены между Х— 3 
‘и Х--е, каково бы ни было в, и что она принадлежит ко второму 
классу, если для = достаточно малого существует лишь самое боль- 
шее конечное число лочек Е с орлинатою, превосходяшею у, и абсциссою, 
заключенною между Х— и Х-:. Пусть У — число, разграничиваю- 
щее эти два класса; если \ есть какое-нибудь положительное число и =— 
другое положительное число, достаточно малое, то всегда найдется бес- 
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конечно много точек Е, конх ордината заключена межлу У—\щци Ут, 
а абсцисса — межлу Х —= и Х |=. Очевидно, что эго будет справед- 
ливо, каковы бы ни были положительные числа =, 1, и следовательно, 
{Х, У) есть точка накоиления множества Е. 


Множество, состоящее из предельных точек некоторого множества &, 
называстся производным множеством и обозначается Е’. 
5. Сходящиеся последовательности. Рассмотрим бесконечную после- 
довательность чисел 
50» 51» бот Зи нина (1) 


каждое из которых занимает определенное место; эта послеловательность. 
называется сходящейся, если $, стремится к некоторому пределу 5 при 
безграничном возрастании л. Всякая последовательность, которая не 
является сходящейся, называется расходящейся; это может быть в слу- 
чае, когда |5$„|, начиная с некоторого момента, остается больше всякого 
наперед заданного числа, иди если 5$, не стремится ни к какому пре- 
делу, хотя бы его абсолютная величина и не возрастала безгранично. 

Последовательность называется возрастающей, если $„.1— 5, 2:0, 
каково бы ни было п. Она называется убывающей, если, при любом я, 
5+1 $ <= 0. 

Всякая возрастающая последовательность с ограниченным общим 
цленом есть сходящаяся. 

В самом деле, числа последовательности (1) образуют в этом случае 
ограниченное множество (Е). Пусть будет /М верхняя граница этого мн ;- 
жества; если $ есть произвольно заданное положительное число, то най- 
дется число $„ Последовательности (1), большее М — =. Для всякого 
значения и, превосходящего т, будет $8,„25„, и следовательно, 
МШ—:-< $, =. Таким образом разность М — 5, булет меныше =, если 
пт; другими словами, $, имеет пределом М, когда п неограниченно 
возрастает. Таким же образом доказывают, что всякая убывающая 
последовательность, общий член которой остается больше некоторого 
постоянного числа, сходится *. 

Общий критерий сходимости последовательности легко выводится 
из рассмотрения наибольшего из пределов. 

„Для сходимости последовательности * необходимо и достаточно, 
чтобы всякому положительному числу $ можно было поставить 
в соответствие число п такое, чтобы разность $„,,—-5„ по абсо- 
лютной величине оказалась меньше 3, каково бы ни дыло целое 
положительное число р. 

Это условие необходимо. В самом деле, если 5, имеет пределом 5, 
когда я неограниченно возрастает, можно найти число я, достаточно 
большое, так что все разности $ —5„, 5—5 У— $5 булут 


пл * + пр *** 


с 5 
по абсолютной величине меньше, чем о Следовательно, каково бы ни 


* То же рассуждение позволяет показать, что в более общем случас перемен- 
ное х, которое никогда не уб’увлет и остается меньшим постояпного числа, стре- 
мится к пределу, и что имеег предел перемениое х, которое, никогда не возрастая. 
остается большим постоянного числа, 
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= 
было р, абсолютная величина 5„,,-——5, будет меньше, чем 2 =. 


Это условие и д.статочно. В самом деле, пусть есть произвольное 
положительное число. По предположению, существует такое целое 
число и, что $„,,——$, будет по абсолютной величине меньше +, каково 
бы ни было р. Тогда все члены ипоследовательности (1}, начиная 
с $,, будут заключены между $„—в и $„--е; найдется, следовательно, 
лишь конечное число членов этой иоэследовательности, которые не 
будут заключены в интервале (5 в, 5„-+ =). Отсюда вытекает, что 
наибольший из пределов этого множества 5 не может быть ни меньше: 
чем 5„—, ни больше, чем 5,--в. Тогда [55—53 = 8 и из тождества, 


бир $=— (бир 5) -|- (5 — 5) 


заключаем, что $„,,—5 но абсолютной величине остается меныие 22, 
каково бы ни было р. При этом = — произвольное положительное 
число, следовательно, $, имеет пределом 5. 

Если последовательность (1) содержит лишь А различных чисел, то 
для сходимости этой носледовательности, очевидно, необходимо, чтобы, 
начиная с некоторого номера,” все члены были равны между собой. 
Этот особый случай входит, следовательно, в общее правило. 

Пусть дана какая-нибудь бесконечная последовательность, общий 
член которой есль и„; говорят, что ряд 


и... и... (2) 


сходящийся, если последовательность, образованная суммами чгенов 
этого ряда, 


Зо бт Мо Ир, би Шор... РИ... 


сходится. Пусть $ есть предел этой последовательности, т. е. предел, 
к которому стремится сумма $, когла п неограниченно возрастает; 
5 называется суммой упомянутого ряда, и эту зависимость выражают 
равенством: 


— Ги 1 — 
Зы... Ни... У а, 


Ряд, который не сходится, называется расходящимся. 

Исследование вопроса о сходимости или расходимости какого-либо 
ряда сводится, как видно, к исследованию того, является ли последо- 
вательность, образованная суммами 5$, $, $,,..., сходящейся или 
расходящейся. Обратно, чтобы узнать, сходится ли какая-либо беско- 
нечная постедовательность 

$0) $1» бое 
достаточно исследовать ряд: 


59-Е ($1 — 50) (52 — $)... (5—5...) 


так как сумма первых (2--1) членов этого ряда, очевидно, равна 
общему члену предыдущей последовательности. Это замечание часто 
имеет применение, 
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Критерий сходимости бесконечной последовательности, будучи при- 
менен к рядам, даст общее условие сходимостя Коши (Саасву). Для 
сходимости ряда необходимо и достаточно, чтобы всякому положи- 
тельному числу соответствовало такое целое положительное чис- 
л0 п, чтобы сумма любого числа членов, начиная си была по 
абсолютной величине меньше в. 

В самом деле, разность 5„,,-—5$, равна сумме р последовательных 
членов ряда (2), начиная с и„,1. Таким же образом теорема о возра- 
стающих последовательностях, примененная к рядам, приводит к сле- 
дующему предложению, весьма полезному В теории рядов. 

Для сходимости ряда с положительными членами необходимо и 
достаточно, чтобы все сумиы 5$, были меньше некоторого постоян- 
ного числа. 


п+1' 


Примечание. Рзссмотрим последовательность (1), схолящуюся или рас- 
ходящуюся, члены которой образуют ограниченное множество Е. Всегоа можно. 
и притом бесконечно многими способами, выделить из этой последователь- 
ности сходящуюся подпоследовательность. В самом деле, пусть 5 — какая- 
Нибудь предельная точка линейного множества 2. Рассмотрим убывающую 
последовательность положительных чисел 24, 54,..., 8›...› ГДе в, стремится 


к нулю вместе с т. Каждому числу +„ этой последовательности мы можем 
поставить в соответствие такое число 5, последовательности, рассмотренной ра- 
нее, что [5'—5/ | будет меньше, чем в„ и чем 15°" — 1 |. Мы получаем, таким 
образом, некоторую новую последовательность: 


г О г 
5% 5 --.› 5, 


которая содержится в первой и сходится к пределу 5". 

Если ряд (2) сходится, то очевидно, что всякая подпоследователь- 
ность последовательности (1) также будет сходящейся и будет иметь 
тот же предел. 

Ясно также, что рассуждение применимо не только к точкам линей- 
ного множества, но может быть распространено на любое ограниченное 
точечное множество. Пусть, например, Е — какое-нибудь ограниченное 
множество точэк плоскости, а М — предельная точка этого множества. 
Можно бесконечно многими способами выделить из Е последователь- 
ность точек А. А.,..., А так, чтобы расстояние МА»„ стремилось 

1 


п *** 


к нулю вместе с —. 


Наименование яаибольший из пределов для числа А ($ 4) легко 
оправдывается; в линейном ограниченном множестве нельзя найти схо- 
дящейся числовой последовательности, имеющей пределом А -- #(Ё`> 0), 
ибо в этом множестве найдется лишь конечное число чисел, превосхо- 


й 
дящих А-- 5. 
И. ФУНКЦИИ. ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ. 


6. Определения. Современное определение слова функция принадлле- 
жит Коши и Риману. Геременное у называется функциею х, у== их), 
если каждому значению х соответствует некоторое значение у. Пусть 
будут а и 6 постоянные числа (а< 6); если всякому числу х, заклю- 
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чающемуся между аи 6, соответствует некоторое число у, то говорят, 
что функция }(х) определена в промежутке (а, 5). Разность 6 —а 
называется аиплитудою промежутка, числа а и в — пределами или гра- 
ницами. Относительно чисел @ и 8 можно сделать несколько допущений. 
Мы можем рассматривать эти числа как принадлежащие к промежутку 
(а, 6), который в этом случае называется замкнутым. Можно также 
рассматривать одно из этих чисел или оба, как не принадлежащие 
к промежутку (а, 8); тогда промежуток (а, 6) называется открытым *. 
Например, совокупность значений х, удовлетворяющих условиям 0 = х= 1, 
образует замкнутый промежуток; напротив, взяв совокупность значений х, 
удовлетворяющих условиям 0% х<1 или 0% х=1, мы получим 
открытый промежуток. 

Пусть будет (Е) совокупность значений функции }(х), определенной 
в промежутке (а, 6); если это множество (Е) ограниченное, то функ- 
ция }(х) называется ограниченною в промежутке (или на отрезке) (а, 6). 
Верхняя и нижняя границы множества (ЕЁ), М и т называются также 
верхними и нижними границами функции У(х); разность А = М — т 
называется колебанием функции в промежутке (на отрезке} (а, 6). 

По поводу этих определений можно сделать несколько замечаний. 
Для того чтобы функция была ограничена на отрезке (а, №), недоста- 
точно, чтобы она принимала конечное значение для каждого значения х. 
Так, функция /(х), следующим образом определенная между О и 1 
(см. 5 30): 


о =0, ду: пря х>0, 


имеет конечное знач: ние для каждого значения х, и, однако, она не 
является ограниченной в том смысле, который мы приписываем этому 


1 
слову, так как }(х)>> А, если взять 0х д. Далее, функция, огра- 


ниченная на сегменте (а, 6), может принимать значения, сколь угодно 
мало отличающиеся от верхней границы М или от нижней границы #21, 
но она не должна непременно достигать этих именно значений. На- 
пример, функция /(х), определенная на сегменте (0, 1) условиями: 


1(0) = 0, 1(х) =1Т—х при 0% х=1|, 
Имеет верхней границей /М =1, но никогда не достигает этого значения- 


7. Непрерывность. Современное определение непрерывности равным 
вбразом принадлежит Коши **. 


Пусть у=:/(х) есть функция, определенная (а, 8); возьмем в этом 


* В литературе часто замкнутый промежуток, т. е. множество значений х, 
довлетворяющих неравенствам а =: х = $, называется отрезком или сегментом; 
ткрытый промежуток, т. е. множество значений х, удовлетворяющих неравенст- 

вам а< х< 5, называется промежутком или интервалом. У Э. Гурса в тех слу- 
фе, где это различение не имеет значения, указанная терминология не везде 
трого выдержана. | (Ред.) 

*" Для математиков, современных Ныютону и Лейбницу, функция была не- 

прерывной, если можно было выразить ее посредством символов тех операций, 
которые обычно рассматривались, каковы операции арифметические, логарифми- 
меские и тригонометрические. Этот род непрерывности, довольно плохо опре- 
деленной, известен под именем эйлеровой непрерывности. 
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интервале значение х) и соседнее с ним значение х,-- й, заключенное 
в том же интервале. Если разность /(х,-|-й) — 1(х,} стремится к нулю, 
когда абсолютная величина й стремится к нулю, то функция У(х) 
называется яепрерывной при значении ху. На основании определе- 
ния предела можно также сказать, что функция ХГ(х) непрерывна 
при х=х,, если произвольному положительному числу $, как бы 
мало оно ни было, можно поставить в соответствие другое поло- 
‚жительное число 1, такое, ито 


1У(ж-Е 1) — Л(%о) [<= 


для всякого значения й, меньшего 1 по абсолютному значению. Мы 
будем говорить, что функция /(х) непрерывна на отрезке (а, 8), если 
она непрерывна при каждом значении Хх на этом отрезке и если раз- 
ности 1(а-- #) — (а), (6 —#) —1(6) имеют пределом нуль, когда раз- 
ность А стремится к нулю, оставаясь положительной. 

В элементарных курсах высшей математики доказывается, что много - 
члены, рациональные функции, функции показательная, логарифмическая, 
тригонометрические и обратные круговые функции непрерывны при 
всех значениях переменного, кроме некоторых особых, при которых 
эти функции перестают быть непрерывными. Из определения непрерыв- 
ной функции следует также, что сумма или произведение произволь- 
ного числа непрерывных функций есть также функция непрерывная. То 
же самое относится к частному двух непрерывных функций, за исключе- 
нием тех значений переменного, которые обращают знаменатель в нуль. 
Следует заметить, что частное двух непрерывных функций может быть 
функцией разрывной для какого-либо из корней знаменателя, оставаясь, 
[т х | 

х 


однако, ограниченной. Например, частное стремится к —- 1, смот- 


ря по тому, стремится ли х к нулю по положительным или по отри- 
цательным значениям. 

Пусть даны в плоскости координатные оси Ох и Оу и непрерывная 
линия С, толщиной которой пренебрегают; если параллель к Оу встре- 
чает эту линию С не более чем в одной точке, то ордината у точки М 
линии С есть непрерывная функция абсциссы той же точки М. Пусть 
у==Х(х) — эта непрерывная функция; говорят, что кривая С представ- 
ляет функцию 7(х). Но следует заметить, что не всякая непрерывная 
функция допускает такое графическое представление. В самом деле, до- 
казано, что существуют непрерывные функции, имеющие бесконечное 
множество максимумов и минимумов 8 каждом интервале. Но мы, оче- 
видно, не можем вообразить непрерывную линию, имеющую бесконечно 
много колебаний между всякими лвумя сколь угодно близкими ордина- 
тами. 

Это показывает, что графическое представление, являясь прекрас- 
ным средством изыскания свойств непрерывных функций, не может, 
однако, служить для строгого доказательства этих свойств. 

8. Свойства непрерывных функций. Основываясь единственно на 
определении непрерывности, установим некоторое число теорем о ис- 
прерывных функциях, на которые в дальнейшем постоянно прилется 
ссылаться. 
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Пусть }(х) — функция, непрерывная на отрезке (а, 6); если х — нро- 
извольное неизменное число на этом отрезке, то, на основании опреде- 
ления непрерывности, всякому положительному числу можно поставить 
в соответствие другое положительное число 9, такое, что 


А(х-- 1) —(%) | < в, когда |й| < 6, 


в предположении, что число х--й принадлежит отрезку (а, 6). 

Очевидно, что существует бесконечно много положительных чисел, 
удовлетворяющих этому условию; обозначим через @(х, =) верхнюю 
границу этих чисел 9. 

Таким образом каждому значению х на отрезке (а, 6) при опреде- 
ленном значении $ соответствует положительное число @ (х, =). 

Теорема А. Нижняя граница чисел 9 (х, =) есть число положи- 
тИеЛЬьНое. 

Достаточно, очевидно, показать, что эта нижняя граница не может 
быть нулем. В самом деле, допустим, что эта нижняя граница есть нуль; 
так как эта граница не достигается ни при одном значении Хх, то на 
отрезке (а, 6) найдется бесконечно много различных точек х, Х,,.... 


Ц 


“и, ... 


1 
таких, что 9(х',, =) стремится к нулю вместе с —. Множе- 
* п 


ство ЕР этих точек х', булучи ограниченным, имеет, по крайней мере, 
одну предельную точку }, которая также принадлежит отрезку (а, 6). 
Так как функция /(х) непрерывна при х==*, то найдется такое поло- 
жительное число Ё, что 


= 
$ 


е-- и) —70)| <>, когла [#1 А. 


Пусть х’— произвольное число в промежутке 


в . Е 
(5), 


принадлежащем отрезку (а, 5); легко убедиться в том, что число © (х’, =) 


Г: 
по меньшей мере равно 5. В самом деле, если положительное число Й 


) 


А 
меньше, чем 9, то 


[ХНА <А, [х'— |< А, 
фл, Ил 


и следовательно, |У(х'-- 1) —1(х'] <. Следовательно, в проме. 
Ь . 
жутке (2-5 ‚ ‘То найдется лишь конечное число точек множе- 


ства ЕЁ, и то предположение, что нижняя граница чисел @(х, =) равна 
чулю, привепо нас к противоречию. Эта нижняя граница есть, следэ- 
вательно, ибложительное число 1, и теорему можно формулировать 
«ие слелуюним образом: 
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Если х' и х’ суть два произвольных числа в отрезке (а, В}, то вся- 
кому положительному числу Е можно поставить в соответствие 
другое положительное число т, такое, что |}(х') — Р(х”)|<в всякий 
раз, как |. |< 1. 

Это свойство выражают также, говоря, что функция 1(х) равномерно 
непрерывна па отрезке (а, 6). . 

Следствие. Пусть число п определено, как было сказано; если 
разность |х'—х”| меньше, чем ру, то ясно, что будет выполнено 
также и неравенство |/(л') — /(х”)| < ре. Отсюда следует, что всякая 
функция, непрерывная в отрезке (а, 8), ограничена в этом отрезке. 

Теорема В. Функция }(х), непрерывная в отр2зке (а, 6}, прини- 
щиет по к айней мере один рез любое значение, заключенное ме- 
жду Г(а) и У(Ь). при значении х, содержащемся между а и 6. 

Возьмем сначала частный случай. Предположим, что (а) и Х(6} 
имеют противоположные знаки, например /(4) < 0, аХ(5) > 0. Покажем, 
что найдется по меньшей мере одно значение х; заключенное между а 
и 6, для которого Ё(х)==0. В самом деле, их) отрицательно вблизн # 
и положительно вблизи 6; рассмотрим множество значений х, при ко- 
торых функция /(х) положите“ьна; пусть Х есть нижняя граница этого мно- 
жества (а<1\<_ В). На основании определения нижней границы Х (}. — #) 
отрицательно или равно нулю при всяком положительном значении Й;. 
следовательно, /(»), которое является пределом /(\— Й), тоже отрица- 
тельно или нуль. С другой стороны, не может быть /(}) < 0. В самом. 
деле, допустим, что /(\) = — 2, где #1 есть положительное число. Так как 
функция }(х) непрерывна при х = \, то можно найти такое число т, 
что |/41х) — (№ |< т когда |х—\| < ц; но тогда функция Ё(х) была 
бы отрицательна при значениях х, заключенных между Хи А--и, и 
не было бы нижней границей значений х, при которых функция поло- 
жительна. Следовательно, }1)1== 0. | 

Пусть будег теперь № число, заключенное между Х(а) и 1(В\. Непре- 
рывная функция $ (х) ==} (х) — № принимает при х=аи при х=Ь 
значения противоположных знаков. Следовательно, на основании только 
что рассмотренного частного случая, она обращается в нуль по мень- 
шей мере при одном значении х, заключенном в интервале (а, 6). 

Теорема С. Всякая функция, непрерывная в отрезке (а, 6), по 
меньшей мере однажды достигает как своей верхн.й, так и нижней 
границы. 

Прежде всего, всякая непрерывная функция, оставаясь конечной, 
как уже было показано, имеет верхнюю границу М и нижнюю гра- 
нипу т. Покажем, например, что Г(х}==М по меньшей мере при 
одном значении х в отрезке (а, 6). _ 

В самом деле, если бы функция }(х) не принимала значения М ни 
при каком значении х, принадлежащем отрезку (а, 6), то она имела 
бы бесконечно много различных значений, превосходящих М— =, сколь 
бы мало ни было = ($ 3). Тогда в отрезке (а, 6) нашлась бы последо- 
вательность различных между собою точек х., х,,...,х,, .... таких, 
что /(х,„) стремится к М, когда п неограниченно возрастает. Из этой 
последовательности можно было бы выделить схоляшуюся подпосле- 


довательность х,, х,,....,х, ..., Имеющую пределом \, когда и 


п’ 
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неограниченно возрастает. Так как функция Г непрерывна при х=:*, та. 
мы имели бы, следовательно: /(л) = ит /(х,) = М. 


Сопоставляя эту теорему с предыдущей, мы заключаем, что функция, 
непрерывная в отрезке (а, 8), принимает по меньшей мере однажды. 
любое значение, заключенное между ее верхней и нижней границами. 
Равным образом теорема А может быть выражена так: если дана функ- 
ция, непрерывная в отрезке (а, 6), то можно найти дсстаточчо- 
малое число 1, так что колебание функции в любом частичном 
интерьал”, длина которого меньше 1, будет меньше любозо произвольно: 
выбранного положительного числа. В самом деле, колебание непрерыв-- 
ной функции равно разности значений /(х) при двух частных зна: 
чениях переменного. 

Примечание. Во всех наших рассуждениях речь идет об отрезк› (а, В). 
Вто условие существенно. Например, функция } (х) =1 — х, определенная в 071- 
крыте м промежутке (0 < х= 1), не содержащем конца х=—0 непрерывиа при 


любом значении х в этом промежутке. Верхней границей будет М = 1, и { (х) 
не достигает этого значения. 


9. Разрывные функции. Пусть будег у==/(х) функция, определенная 
в отрезке (а, 68). Если эта функция не непрерывна при значении ху, 
заключенном между а и 6, то точка х, называется точкой разрыва. 
По крайней мере, олно из двух чисел (хе), /(х,-—=) (мы пред- 
полагаем, что & > 0) не стремится к Х(хо), когда = стремится к нулю. 
Говорят, что ху есть точка разрыва первого рода, если как 1(х, =), 
так и /(х› —=) имеют предел, когда = стремится к нулю; эти пределы 
обозначаются через /(х,--0) и /(х, — 0) соответственно. Если оба 
эти предела }(х, +0) и (хх, — 0} равны между собой, то ху может 
быть точкой разрыва лишь тогда, когда это предельное значение отлич- 
н2 от /(х); в этом случае достаточно было бы изменить значение 
функции в точке ху, чтобы разрывность была устранена. Н› если два 
числа /(х,-- 0) и /(хо - 0} различны, то, каково бы ни было значе- 
ние /(%), точка ху непременно будет точкой разрыва. Точка разрыва 
первого рода называется правольной, если 


дот Е 0) ы 1 (0 — 0) ; (3) 


заметим, что это равенство справедливо для любой точки, где функция 
непрерывна. В дальнейшем ($ 30) будут приведены примеры функций, 
представленных с помощью рядов, которые имеют точки разрыва этого. 
рода. 

Пусть у=/(х) — функция, имеющая в интервате (а, 6) не более. 
чем конечное число точек разрыва, причем все они первого рода, и 
лишь конечное число максимумов и минимумов. Кривая, представленная 
уравнением у=Х(х), состоит из нескольких непрерывных линий, не 
соединенных друг с другом, каковы АС, С’О, [В (черт. Т); значения у, 
соответствующие абециссам си 4 точе‹ разрыва, могут быть взяты про- 
извольно. Если эти точки разрыва правильные, то середины отрезков СС", 
ОО’ должны рассматриваться как точки, принадлежащие изображающей 


Т5шх | 


кривэй. Упомянутая выше нкция у — была бы представлена 
У 
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‚двумя непрерывными линиями, примыкающими соответственно к двум 
точкам оси Оу, орлинаты которых суть --Т и— 1. 

Если ху есть точка разрыва в’иорого рода, то, по крайней мере, одно 
из чисел (м, - =), /(хо —=) не стремится ни к какому пределу, когда 
положительное число & стремится к нулю. Если, например, /(ху-Р 2) 
не имерт предела, то здесь придется различать два возможных случая: 
когла }(х,--=) неограниченно возрастает по абсолютной величине или 
когда это не имеет места. 

Рассмотрим функцию Х(х), определенную аналитически, например 
посредством конечного числа элементарных символов; эта функция 
вообще есть функция непрерывная, но может случиться, что при не- 
которых значениях переменного она перестает быть определенной. 

зтх 
Возьмем, например, функцию Их =>, которая непрерывна при 
всяком значении х = 0; этот символ не имеет никакого смысла при х =0. 
, Но, когла х стремится к нулю, }(х) 
у 8 имеет пределом единицу, и есте- 
ственно положить {(0)==1. 
Наоборот, возьмем функцию 


1 
1) = о’ непрерывную  прн 


х всяком значении ху переменного х, 
отличном от а. Операция, которую 
нужно произвести для получения 
значения у, соответствующего зна- 

чению х, теряет всякий смысл, когда переменному дают значение а; 

но мы замечаем, что, когда Х имеет значение, весьма близкое к а, у 

по абсолютной величине весьма велико, будучи положительно, если х`> а, 

и отрицательно, если ха. Когда разность х— а все более и более 

уменьшается, абсолютная величина у неограниченно возрастает, стано- 

вясь, наконец, больше любого наперед заданного числа. Этот факт 


[и] 0. Во 


Черт. 1. 


выражают кратко, говоря, что функция бесконечна при х=а. 


Очевидно, что восстановить непрерывность при х==а не представляется 
возможным, какое бы значение мы ни согласились принять для Ё(а). 


._1 

Возьмем еще функцию у=зш —. Когда х стремится к нулю, 
х 

‚ Неограниченно возрастает, и у не стремится ни к какому прелелу, 


._ 1 
оставаясь все время заключенным между — 1 и-|-- 1; уравнение $т — == А, 


где предполагается, что | А |< 1, всегла имеет бесконечно много корней, 
заключенных между 0 и 3, как бы мало ни было =. Какое бы значение 
ни было принято для у при х==0, функция у разрывна при х==0, 
и мы имеем в этой точке существенный разрыв. 

В приведенных примерах непосредственно видно, как изменяется 
функция вблизи точки разрыва. Но это не всегда бывает так. Предно- 
‚ложим для определенности, что функция Е(х}) определена своим анали- 
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[95 
= 


тическим выражением для всякого значения х, большего некоторого 
постоянного чиёла а, и пусть требуется узнать, стремится ли Р(х}) к 
пределу при приближении х к <. Если аналитическое выраже- 
ние ЕР(х) не позволяет узнать это непосредственно, то в большинстве слу- 
чаев можно решить вопрос, воспользовавшись следующим предлложением; 

Для того чтобы при приближении х к -- со функции Р(х) стре- 
милась к некоторому поеделу, необходимо и достаточно, чтобы 
разность Е(р)—2Е(9) стремилась к нулю, когда оба числа риа 
неограниченно возрастают независимо друг от друга. 

Выражаясь точнее, чтобы функция ЕР(х) имела предел, необходимо 
и достаточно, чтобы всякому потожительному числу = можно было по- 
ставить в соответствие такое число А, что абсолютная величина раз- 
ности Р(р) —(Е(4) будет меньше =, когда каждое из чисел р, 9 больше 
или равно А. 

Это условие необходимо. Если Е(х) стремится к. пределу [, то 
найдется число А такое, что при всяком значении х >= А абсолютная 


величина разности Ё(х) —Г меньше 5. . Следовательно, если ри 4 суть 
произвольные числа, превосходящие А, абсолютная величина разности 
Е(р)—Е(4} будет меньше =. 

Это условие и достаточно. В самом деле, рассмотрим последователь- 


ность 
Е (а), Е(а--1),..., Р(а-Рл), ..., 


тде п — целое положительное число. Эта последовательность — сходя- 
иаяся, так как, каково бы ни было положительное число А, абсолютная 
величина разности Р(а--п-- А) —Р(а-- п) будет меньше в, если а-- п 
больше А (5 5). Следовательно, Р(а-л) имеет предел Г, когда целое 
число и неограниченно возрастает. Рассмотрим теперь какое-нибудь 
число х, и пусть п есть такое целое положительное число, что 
х>=а+-прх-— 1; мы имеем; 


Е(х) —Г==Е(х) — Е(а-- п) + [Е (а — Ц; 


при неограниченном возрастании х, а№ п также возрастает неограни- 
ченно, и обе разности, входящие в правую часть предыдущего равенства, 
стремятся к нулю; следовательно, Р(^х) имеет пределом Д. 

Точно так же можно было бы доказать, что, для того чтобы 
функция Р(х) стремилась к пределу, когда х стремится к а, оста- 
ваясь, например, больше а, необходимо и достаточно, чтобы разность 
Г(р) —[Р (9) имела пределом нуль, когда оба числа р и 4, оставаясь 
большими а, независимо друг от друга стремятся к а. 

10. Монотонные функции. Функция /(х), определенная в проме- 
жутке (а, 8), называется монотонною в этом промежутке, если произ- 
ведение 


(х—х),) [Л(х.) — 1 (х,}] 


сохраняет постоянно один и тот же знак для всяких двух чисел х) и 
х., принадлежащих к рассматриваемому промежутку. Функция назы- 
вается возрастающею, если при всяких значениях х, и х., это произ- 
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ведение положительно или равно нулю; если же при всяких значениях х. 
и х, это произведение отрицательно или равно нулю, то функция на- 
зывастся убывающею. 

Если х, хх), то для возрастающей функции разность }(х,) — У (х:} 
положительна или равна нулю, а для убывающей функции — отрицатель- 
на или равна нулю. Если монотонная функция имеет одно и то же зна- 
чение, как при х=х,, так и при х=х,, то она сохраняет то же 
самое значение во всем промежутке (5х1, х.}. Монотонная функция может 
иметь в промежутке (а, 8) любое число точек прерывности, но все эти 
точки ирерывности будут первого рода. Рассмотрим, например, возра- 
стаюошую функцию, и пусть будет ху точка прерывности. Когда &, оста- 
ваясь положительным, стремится к нулю, то 1(х, —=)} не может убывать. 
Сверх того, постоянно }(х — =) <= Х(Б). Следовательно, /(х, —=)} имеет 
предел 1(х, — 0} ($ 1). Точно так же можно доказать, что /(х, -- =) имеет 
нредел Х (ж5 -- 0). Так как, кроме того, всегда имеем / (ху — =) = 1 (м --:), 
то отсюда следует, что /(х,— 0) = Х(ж-+ 0). Еслиф (хо — 0) = (х- 0), 
то тем самым /(%,) =71(х, — 0), и в точке х, функция непрерывна. Но 
если /(х, — 0} меньше 7(х,-— 0), то }(%)} может быть равно какому 
угодно числу, заключающемуся между /(х,— 0) и Л(ж- 0). 

Примечание. Иногда полезно различать функцию возрастающую от фупк- 
пии постоянно возрастающей. Так мы назовем функцию #0), если при хо РА 


имеем также } (хо) > /(х\), причем знак равенства (==) исключается. Так же опре- 
деляется функция постоянно убывающая. 

11. Функции с ограниченным изменением. Пусть будет }(х) функция, 
ограниченная на отрезке (а, $’, где+а < 6. Разобьем этот отрезок на частичные про- 
межутки возрастающими числами хи, №, ..., Хи-, 


д=а<л< хх... хх, =Ь, 
и положим 


о = |) — (а) |+ У) — А... НИ ое, 01. 


Таким образом каждому разбиению рассматриваемого отрезка будет соответ- 
ствовать такое число 9-0. Число и называется изменением функции }(х) для 
отрезка (2, 5). Если множество чисел и, соответствующих всем возможным раз- 
биениям отрезка (а, 6), есть ограничеиное множество, то функция {(х) называется 
функциею с ограниченными изменением на отрезке (а, 6). Верхняя граница У 
чисел 9 называется полным изменением функции }(х) на этом промежутке. 
Введение этого важного класса функций принадлежит Жордану. 

Очевидно, что всякая монотонная функния есть функция с ограниченным 
изменением, так как здесь все разности }(х) —Х(х‚_\) имеют одинаковыл знак.. 
Из определепия функции с ограниченным изменением следует также, что сумма 
двух функций с ограниченным изменением есть также функция с ограниченным. 
изменением. Если }(х) есть функция с ограниченным изменением в промежутке 
(7, 6), то она будет таковою во всяком промежутке (44, 8,), заключающемся в пер- 
вом, и, в частности, в промежутке (а, х), где х есть произвольное число, заклю- 
чающееся между аи 6. 

Пусть будет р сумма тех из разностей Х (х,) — Х(х,_1), которые положитель- 
ны, а (— и) будет сумма отрицательных разностей. Очевидно, 


У=р-и, [ (6) — (а) = р— п, 
ор + / (а) —/ (6), °=2и +16) —/@. 
Если функция } (х) — с сграниченным изменением в промежутке (а, 5), то числа р 


и и, соответствующие всевозможным разбиениям этого промежутка, очевидно, 
образуют также два ограниченных множест.а. Пусть будут ВР и М верхние гра- 


и следовательно, 
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лицы этих мпожеств; числа Ри М называются полным положительным и пол- 
ным отрицательным изменением функции на отрезке (а, 6). На основанин 
предыдущего, между числами И, Р, М существуют соотношения: 


и=2Р (а) —/ (6), У=У У) —-Х (9. 


Обозначим через У (х), Р(х), М (*) вышеуказавные полные изменения функции 
1(х) на отрез‹е (а, х), где х зак ючается между а и 8. Функции У (х), М (%), 
Р (х), по самому их определению ‚— необходимо функции возрастающие; в самом 
деле, очевидно, что при возрастании х функции Р(х) и М (х) не могут убывать. 
Между функциями }(х), У (х), Р(х), М (х) при всяком х всегда существуют два 
соотиошения: 


У = 2Р (х) + Г (а) —Л(%), У (%) =2М (9) + а — У), 
Г(х) = (а РО) —М(. 


Так как обе функции { (а) ЕР (х) и М (х) — возрастающие, то отсюда следует, 
что всякая функция с ограниченным изменением есть разность двух возра- 
стающих функций. Это свойство можно было бы принять за определение функ- 
пий с ограниченным изменением: в самом деле, разиость двух возрастающих 
функций равна сумме возрастающей и убывающей функций, т. е. сумме двух 
функций с ограниченным изменением. Следовательно, эта сумма есть функция 
< ограниченным изменением. 

Если к обеим возрастающим функциям Р (х), М (х) мы прибавим какую-нибудь 
возрастающую функцию $ (х), то получим новые функнии Р, (5), М, (х). также 
возрастающие, и их разность будет равиа разности перзоначальных функций Р (х} 
и М (х). Таким образом всякую функцию с ограниченным изменением можно 
представить бесконечно разнообразно как разность двух возрастающих функций. 
Так как всякая монотонная функция нмеет точки прерывности только первого 
рода, то то же имеет место и по отношению к сумм. двух монотонных функций; 
следовательно, всякая функция }(х) с ограниченным изменением имеет точки 
прерывности только первого рода. 

Как пример функции с неограниченным изменением рассмотрим функцию 


„| 
(9 = -;, 


принимая } (0) —=0. Легко видеть, что полное изменение этой икции в проме- 
р р 


откуда 


жутке, заключающемся между значениями, обратными числам 5 и пи 5 › рав- 


2 
но 2п. Следовательно, в промежутке (0, — |} эта функция — с безграничным 


изменением, чо следует также и из того, что для этой функции х—0 есть 
точка прерывности второго рода. 

Рассмотрим теперь, в частности, функцию }(х) с ограниченным изменением 
в промежутке (а, 5), непрерывную в этом промежутке *. Разобьем нромежу- 
ток (а, 2) на части точками деления х., хз, ...,хи_ь, и пусть будет 9 изменение 
функции в рассматриваемом промежутке, соответс вующее такому разбиению. 

Если число п неограниченно возрастает таким образом, что наибольшег 
значение \ разностей х,— х,_, стремится к нулю, то число у имеет преде- 
лом полное изменение У. 

Доказательство этой теоремы основывается на следующем замечании. Пред- 


положим, что каждый нз промежутков (а, х;), (х4, Хз), ... разбит на более мелкие 
промежутки новыми точками деления, и пусть будет 
а, Ут, У» ..., УЕ-ь ^, УЕ+ь .`. у У-+ Хэ, Уч у Ь 


* Всякая непрерывная функция не есть непременно функция с ограничен- 
ным изменением. Так, непрерывная функция Вейерштрасса, приведенная в & 31, 


| 
< неограниченным изменением во есяком промежутке, функция х зп —- — вблизи 
х 


Начала координат. 
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получившаися новая последовательность. Обозначим через о’ число, аналогичнсе 6, 
дли этого навого разбиения. Мы, очегидию, имеем: 


Ак — А Е, РОО... ГЛ) — Ка) |, 
1) о Е а) — Ро НИ — ЛО) |, 


кое ово у в ву 


* 
и слелопательно, о-с и". 
Пусть будет У верхняя граница чисел 9, и = — некоторое положительное 
число. Ио самому определению числа У, существует такая последовательне. сть. 
позрастающих чисел 
аха< <... ар < Ь, 


что число 9, определяемое равенством: 


Фо |) (а) — (а) |+ 1 (в) — У |-Н... 110) — Л(ар-в], 


в 
будет больше У — 5. Пусть будет ) положительное число, меньшее всех раз- 


ностей а, —а, &—а,..., 6—а,_:. Рассмотрим какое-нибудь разбиение про- 
межутка (а, 6) на частичные промежутки, меньшие }, возрастающими числами а, х\, 
х,.... Аи, 6, и пусть будет 9 соответствующее изменение функции. Распо- 


ложим теперь все числа х; и а; в возрастающем порядке; мы получим новое 
разбиение нромежутка (а, 8), нослелующее к двум нервым, и, на основании 
предыдущего замечания, соответствующее этому новому разбиению изменение 
функции о’ будет ие меньше 9 и г. 

Найдем верхний предел разности о’ — 9. Мы можем перейти от разбиения, 
которое дает 9, к разбиению, которое дает 9’, разбивая точкэми а1, @о, @з, ..., 
а›-, те промежутки (х;-:, хр, впутри которых содержится какая-нибудь из этих 
точек а», причем очевидно, что в каждом из нромежутков (х;_/, х) может заклю- 
чаться не более одной точки а,. Полное число промежутков (х;—1, хр, которые 
можно будет разбить таким образом, самое большее равио р — Г. Мы имеем: 


= У [11 (ха — К(ак 1-Е (ав — и - И — АО 


причем зпак суммы распространяется на все те промежутки (х,_:,х), внутри ко- 
торых содержится одна из точек а,. Пусть будет ® наибольшее значение коле- 
бания функции {:х) в каждом из частичных промежутков (а, х!), (х., х),. 
Очевидно, что разность 


[кр — Лав) [+ а — Гао ИО — | 


не может быть больше, чем 2, и следовательно, разность 9" — о ие может быть 
больше, чем 2(р— ®. Так как функция }(х) непрерывна, то можно найти такое 
положительное число п, чтобы во всяком частичном промежутке с амплитудою, 


меньшею т, колебание функции /(х) было меньше ; следовательно, если 


8 
| 4(рР— | 
наибольшее значение разностей х, -- а, хх—х.,...,В—х,-4 будет мепьше т, 


то мы будем иметь "ох Сверх того, мы можем представить разность 


5 

о * 

У— ов видё: 
УИ — (9—5, 


и следовательно, получим У—о<е. Так как о не может больше У, то отсюда 
следует, что © имеет пределом И. 

Пользуясь этою теоремою, можпо доказать, что функция У (х). представля- 
ющая полное изменение функции }(х) в промежутке (а, х), есть непрерывная 
функция от х. 

Пусть будет х, значение переменного х, заключающееся между аир и 
1, У, Уз, ..., Ул, Ха — некоторая последовательность возрастающих чисел. У (хо} 
зсть предел изменения 9: 


 — [1 (и) — (а) 1-0) — АТ... 1) — Лоо 1-19 — Л») 
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Сумма всех членов, кроме последнего, не может быть больше У (у„); следователью, 
опа пе больше У (х, —0), так как У (х) есть возрастающая функция. Таким ©б- 


разом мы имесм: 
= У (ж — 0) И (0) — 10, |. 


Так как фуикция }(х) непрерывна, то разность { (хо) —Х(у„) стремится к нулю 
вместе с 1х, — у»|; следовательно, предел У (х} изменения о пе может быть 
больше У (х, — 0), а так как функция И (х) возрастающая, то необходимо 


У (0 —= У (м — 0). 
Чтобы доказать, что точно так же И (х) -= У (ж-Ё 0), положим 
ху, ИРУ, У(); 


У, (У) представляет полное изменение фуякции }(2 — У) в промежутке (0, У). На. 
основании предыдущего имесм: 


У 0%) = И, 0 — 0), 


и следовательно, У (х%) = И (ж-| 0). 
Так как функции У (х) и Х(%) пепрерывны, то будут также непрерывными. 
и функции 
92 - — — - 
ро", уу УФУ Ию. 


с 


Следовательно, всякая непрегывная функция с ограниченным изменением 
есть газность двух непрерывных возрастающих функций. 

Пример. Если непрерывная функция }(х) имест в некотором проме- 
жутке (а, 6) только копечное число максимумов и минимумов, то очевидно, 
что опа будет в этом промежутке функциею с ограниченным измсиепием. Рас- 
смотрим, =папример, функцию /(х), возрастающую от а до а, затем убывающую 
от 0, до а», н сиова возрастающую от а» ло 0. Возьмем лве функции } (л), К (х), 
определенные следующим образом: 


1) в промежутке (а, а,): 21%) :-=1 (%), =: С; 
2) в промежутке (6› 45): У (х) = (в), 1ь(х) 51 (1) — 1; 
3) в промежутке (а, 6): (9 =) —/ (в) г Л (а, 


{ы (*) == (аи) — (а). 


Ясно, что обе фуикции } (х) и №(х) непрерывны и возрастают во всем 
промежутке (а, 6), и их разность равна }(х). Точио так же можпо было бы 
постуинть для разложения }(х) па разность двух непрерывпых возрастающих 
функций и при любом числе максимумов и минимумов в промежутке (а, #). 

Вообще, пусть будет }(х) такая функция, что мы можем разбить промс- 
жуток (а, 8) на р частичных промежугков, в каждом из которых функция будет 
монотенною; кроме того, предположим, что функция }(х) имеет только конечиое 
число точек прерывности, и притом правильных. С помощью предыдущего 
приема можно представить эту фуикцию }(х) как разность двух возрастающих 
функций, имеющих только правильные точки прерывности. 

12. Функции мнсгих переменных. Говорят, что ® есть функция 
переменных х, у, 2,...,Ё, если всякой системе значений х, у, 2,....Ё 
соответствует значение в. Предположим для определенности, что ® 
есть функция двух независимых переменных х и у, и примем х, у за 
координаты точки на плоскости. Всякой системе значений х и у соот- 
ветствует точка М, и обратно. Если всякой точке М, взятой в какой- 
либо части плоскости, соответствует значение №, то говорят, что 
функция ® =(х, у) определена в этой части, которую называют вообще 
областью. 

Область А может быть образована частью плоскости, заключенной 


внутри замкнутого контура С, но она может быть ограничена и 
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‚несколькими замкнутыми контурами, — внешним С и одним или не- 
‚сколькими внутренними С’, С”... Контуры С, С', С",... образуют 
границу этой области; мы будем предполагать, вообще, что границы 
составляют часть области, т. е. что в каждой точке контура С, напри- 
мер, функция в имеет определенное значение. В этом случае область 
называется замкнутой. Область называется связной, если любые две 
точки ее могут быть соединены ломаной линией, целиком лежащей в этой 
‚области. „ 

Функция ® —=У(х, у) ограничена в обяасти А, если множество зна- 
чений ® для всех точек этой области есть множество ограниченное. 
Верхняя и нижняя гранилы М, т и колебание функции определяются 
в точности так, как мы это делали выше ($ 6). 

Пусть (х, %) — координаты точки Му, взятой в этой части плоско- 
сти. Говорят, что функция Г(х, у) непрерывна при системе значе- 
ний Ху, У, если всякому положительному числу $ можно поставить 
в соответствие другое положительное число 1, такое, что 


Мо, НЮ) — Ах» У | <, 


при единственном условии, что |й| < и |<, 

Определение непрерывности можно интерпретировать следующим 
образом. Представим себе, что в плоскости х,‚ у построен квадрат 
с центром в ИМ, и со стороной, равной 21, причем стороны его парал- 
лельны осям координат; точка М! с координатами (%-- А, у%-- А) на- 
ходится внутри этого квадрата при условии, что |[й|< 1,2! < 1. Скз- 
зать, что функция непрерывна при х=х,, уУ=у,, это все равно, как 
если бы мы сказали, что можно взять сторону этого квадрата достаточно 
малой, чтобы разность значений функции в точке Му и в любой другой 
точке этого квадрата была по абсолютной величине меньше $. Оче- 
видно, что этот квадрат можно было бы заменить кругом © центром 
в точке (х, У), так как, если предшествующее условие выполнено для 
всех точек, расположенных внутри квадрата, оно будет удовлетворено 
также и для всех точек внутри внисанного круга. Обратно, если это 
условие выполняется для всех точек, находящихся внутри круга, то 
оно будет иметь место и для всех точек, внутренних по отношению 
к квадрату, вписанному в этот круг. Мы могли бы, следовательно, 
‚определить непрерывность, говоря, что можно поставить положигельные 


числа ё ит в соответствие такого рода, что неравенство ИР? +” <1 
влечет за собой неразенство: 


Ибо у — Их У) <:. 


Точно так же говорят, что функция /(х, у) непрерывна в точке т 
границы, если зиаченне ю в соседней точке м’ области А стремится 
к значению ® в #2, когда расстояние тии стремится к нулю. 

Функция /(х, у), непрерывная в каждой точке внутри области А 
и в каждой точке ее границы, называется непрерывной в А. Для 
функций, непрерывных в области А, ограниченной замкнутым конту- 
Ром С, можно высказать теоремы, совершенно аналогичные тем, кото- 
‚рые были доказаны выше ($ 8). 
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Пусть = — определенное положительное число; каждой точке (х, у) 
области А соответствует положительное число © (х, у, $), которое 
можно определить как верхнюю границу чисел 9, таких, что 


17, У) — Ух, у) |< 

всякий раз, как расстояние между точками (х, у), (х’, у’) меньше 6. 
Применяя доказательство, приведенное в $ 8, мы убеждаемся в том, 
что когда точка (х, у} описывает замкнутую область, нижняя 
граница чисел 9 (х, у, #) не может быть равной нулю. 

Эта нижняя граница есть, таким образом, положительное число т, 
и следовательно, всякому положительному числу = можно поставить 
8 соответствие такое оругое положительное число 1, что 


А", У! (Хх, У)1< в, 
лишь бы расстояние между точками (х, у), (х’, У), взятыми в А 
пли на контуре С, было меньше 1. Другими словами, функция двух 
переменных, непрерывная в ограниченной области и на контуре, 
равномерно непрерывна. 

Из предшествующего предложения выводят, как выше в $ 8, что 
всякая функция, непрерывная в области А, необходимо ограничена в 
этой области. Рассуждение $ 8 позволяет показать таким же образом, 
что Г(х, у) принимает по меныпей мере однажды каждое из зиаче- 
ний Ми т внутри или на контуре области. Пусть будет а точка. 
для которой в=т, и 6-—оточка, для которой ®==М. Соединим а 
и & ломаной линией, целиком лежащей внутри С. Когда точка (х, \) 
описывает эту линию, то ® есть непрерывная функция длины ломаной, 
считая эту длину от точки а до точки (х, у); следовательно, она про- 
ходит по меньшей мере однажды через каждое значение м, заключенное 
между ти /М ($ 8). Так как между точками а и Ф можно провести 
бесконечное множество ломаных линий, то мы видим, что функция }(х, у) 
принимает значенне (и, заключенное между т и М для бесконечного 
шножества точек внутри контура С. 

Ясно, что непрерывная функция двух переменных х, у непрерывна 
и по отношению к каждому из этих переменных в отдельности, но 
обратное заключение не всегда справедливо. 


Возьмем, например, функцию Х(х, у}, равную когда, но 


2ху 

хе -|- у’ 
крайней мере, одно из значений х, у отлично от нуля, и поло- 
жим /(0, 0) —=0. Функция, определенная указанным образом, есть не- 
прерывная функция переменного х, когда у остается постоянным, и 
наоборот. Однако она не является непрерывной функцией двух пере- 
менных х и у для системы значений х=у==0, так как, если 
точка (х, у) стремится к началу координат, оставаясь на прямой у: = тх, 


. 2т 
фуикция /(х, у) имеет пределом ти и этот предел изменяется вме- 


кте с т. В этом примере было бы. очевидно, невозможно так изменить 
значение /(0, 0), чтобы функция сделалась непрерывной в начале ко- 


х 
ординат. Дело обстоит иначе для функции У(х, у), равной —= ИИ 
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когда Хх”, у? отлично от нуля; если положить, кроме того, 1(0, 0} =0, 


как абсолютная величина Г(х, у) меньше |х|. 

Все эти соображения распространяются без затруднений на функции 
произвольного числа независимых переменных. 

13. Непрерывные кривые. В предшествующих рассуждениях мы до- 
пустили, что замкнутая кривая С разбивает плоскость на две области — 
внутреннюю область О; и внешнюю О„, так что невозможно соединить 
какую-нибудь точку из О, с какой-нибудь точкой О, ломаной линией. 
которая не имела бы общих точек с (.. Это свойство вполне соответ- 
ствует интуитивному представлению о кривой, как оно дается в геометрии. 
н его легко установить для кривых, определенных геометрическим 
свойством, например для эллинса, 

Но чтобы иметь возможность рассуждать точно, необходимо заме- 
нить это несколько неопределенное представление, заимствованное из 
геометрии, чисто аналитическим опредетением. 

Пусть булут /(8, $ (#}, Ф({) непрерывные функции переменног,' #: 
множество точек, координаты которых определяются формулами: 


х==/(0), у==$ (0, ==(0), 


составляют непрерывную кривую Г. Предположим, что непрерывные 
функции /(#), 9(#}, (0) имеют период ®, т. е. что при всяком { 
имеют место равенства: 


Ге- о) = 10, зи) —9(0, ЗЕ) ==: 


в этом случае достаточно изменять # в мобом промежутке (а, а-Р о} 
с амплитудою в, чтобы получить все точки кривой Г; такая кривая Г 
называется замкнутою кривою. Очевидно, что мы можем предполо- 
жить ® положительным; кроме того, предположим, что ® есть наи- 
меньшее положительное число, удовлетворяющее трем предыдущим ра- 
венствам. Если при лвух различных значениях Ё, #’мы имеем одновременно 


Л(#) АР, ЧР) = (Г), (=), 


и притом разность #—Ё’ ие есть кратное числа ®, то соответствующая 
точка кривой Г называется ее двойною точкою. Если же нельзя найти 
никаких двух таких значений #, Ё’, удовлетворяющих предыдущим соот- 
ношениям, так чтобы # —{' не было кратным числа ®, то кривая Г не 
имеет двойной точки. Таким же образом определяются и кратные точкн 
высшей кратности. Кривые, не имеющие кратных точек, называются 
простыми кривыми или кривыми Жордана. Чтобы применить этн 
определения к плоским кривым, достаточно положить $ (1) =-0. 

Жордан впервые доказал (см. его „Соит$ 9’Апа1узе“}, что замкнутам 
простая плоская кривая С разделяет плоскость на две области, внеш- 
нюю и внутреннюю, причем всякие две точки одной и той же области 
могут быть соединены ломаною линиею, не пересекающею кривой С. 
тогда как всякая непрерывная линия, соединяющая точку внутренней 
области с точкою внешней области, необходимо пересекает кри- 
вую С. 
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Рассуждение лишь нодтверждает здесь геометрическую интуицию, но 
не нужно думать, что это всегда бывает так. Пеано ноказал это, дав 
чрезвычайно любопытный пример плоской кривой, обладающей следую- 
щим замечательным свойством: при изменении параметра # точка, коор- 
динаты которой суть х=/(1, у:-:$ (1), последовательно совпадает со 
всеми точками внутри некоторого квадрата *. 

Мы привели этот результат лишь для того, чтобы ноказать, насколько 
‘аналитическое определение кривой сложнее обычного определения. 
В дальнейшем мы большею частью будем заниматься лишь кривыми, удо- 
влетворяющими следующим условиям, которые оправдываются для обыч- 
но рассматриваемых контуров. Пусть х==7(1), у-= ® (#) суть уравнения. 
определяющие кривую С, и пусть (а, 5) — интервал, в котором нужно 
изменять #, чтобы получить все точки этой кривой. Мы предположим, 
что можно разбить (а, 6} на конечное число частичных интервалов, 
в каждом из которых каждая из функций }, ф возрастает, или убывает, 
или остается постоянной. Если, например, функция х==У( возрастает 
в интервале (а, 8), то, на основании понятия об обратной функцин, 
можно отсюда выразить # как непрерывную функцию от х, и соответ- 
ствующая дуга представится уравнением вида у-= С (х). Точно так же, 
если функция $(1) возрастает или убывает в частичном интервале, то 
соответствующая дуга представляется уравнением вида х:=Н (у). 

Все кривые, о которых мы будем говорить в дальнейшем, составлены 
из некоторого числа дуг этого рода, соединенных своими концами. 
Рассмотрим, в частиости, замкнутый контур С, не имеющий двойных 
точек, и возьмем точки кривой С, где х имеет максимум или минимум 
(включая точки отрезков прямых, параллельных Оу, если контур С та- 
ковые содержит). 

Пусть м, х.,...,х,— абсциссы этих точек, расположенные в воз- 
растающем порядке. Любая параллель х==@ к оси Оу при а. заклю- 
ченном в одном из интервалов (х,_:,^,), встречает С в четном числе 
точек с ордииатами (у, у, ..., У›); У, @сть непрерывная функция 
ф„(х) в интервале (х, .,^;). Мы предположим, что 


С +. Зра <». 


Любая точка полосы, ограниченной прямыми х=х, }, х=х,, заклю- 
ченная между кривыми у, -—$,, у.-= $, ‚ есть внутренняя по отношению 
к контуру С; наоборот, всякая точка этой полосы, содержащаяся меж- 
ду кривыми у. ==ф, и у.==9,, есть внешняя по отношению к конту- 
ру С, ит. д. 

Продолжая эти рассуждения, мы убеждаемся в том, что область, 
внутренняя по отношению к контуру С, может быть разбита на конеч- 
мое число частичных областей, каждая из которых ограничена двумя 
параллелямн х = а, х==Ьк оси Оу и двумя кривымн у == ф, (х),у==Ф, (х), 
где фу нм $. суть функции, непрерывные в интервале (2, 6). 


* Реапо, $иг ипе сое ди тетрИй ипе аце рапе (Май. Аппа/еп, 1. ХХХУ|). 
См, также НИ ЪБетЕ (15, +1. ХХХУЩ). 
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УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Произведение двух функций с ограниченным изменением есть также 
функция с ограниченным изменением. 

2. Если }(х) есть функция с ограниченным изменением, то это будет иметь 
место и для |/(х)|. 

3. Чтобы функция была с ограниченным изменением, необходимо и доста- 
точно, чтобы сумма колебаний в каждом частичном интервале оставалась конечной. 

4. Если функция }(х, У) равномерно непрерывна по отношению к каждому 
из переменных в некоторой области, то она непрерывна отпосительно обоих 
переменных вместе в этой области. 


ГЛАВА 1. 


ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФЕРЕНЦИАЛЫ. 
1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ. ОБЩИЕ СВОЙСТВА. 


14. Производные. Пусть будет /(х) непрерывная функция от х; Рас- 
смотрим отношение 
РЕЯ 


Г о 


Будем, оставляя х постоянным, неограниченно уменьшать абсолютную 
величину й; числитель и знаменатель этого отношения будут стремиться 
к нулю; если самое отношение стремится при этом к пределу, то этот 
нредел называется производною от функции /(х). Производиая обыкно- 
‘венно обозначается через у’ или, но обозначенню Лагранжа (Газтапое), 
через Х (х}. 

С аналитическим понятием производной тесно связано важное геоме- 
трическое понятие. Пусть будет Г(х) функция, непрерывная в проме- 
жутке (а, 8). Рассмотрим на плоскости точку с координатами (х, у). 
Прин изменении х от а до & эта точка описывает дугу кривой АМВ, 
графически представляющую ход функции Х(х} в промежутке (а, 6). 
Возьмем иа этой дуге две соседние точки Ми М с абсписсами хи 
х--й. Угловой коэфициент прямой ММ! равен 

(хп —Л(х). 


когда № стремится к нулю, точка М неопределенно приближается к 
точке М, и если функция /(л) имеет производную, то угловой коэфи- 
циент прямой ММ’ стремится к пределу у. Таким образом прямая ММ’ 
стремится к некоторому предельному положению МТ, называемому 
касательною к кривой; на основании предыдущего, уравнение этой кз- 
сательной будет 

Уф уу (Х—х), 


где Ан Ур— текущие координаты. 
Расиространим этот вывод на кривые двойной кривизны. Пусль 
булут 
х—/1(0, у (0, 2=1(0 (0) 


выражения координат любой точки какой-нибудь кривой двойной кри- 
визны в функции переменного параметра #. Возьмем на этой кривой 
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две точки М и М', соответствующие двум значениям параметра и 
--- й; уравнения хорды ММ’ будут: 


Х—/® __ У __ 290 _ 
Ту (из ЗЕты-Фи` 


Разделив делителей этих отношений на Й и приближая затем й 
к нулю, мы найдем, что хорда ММ’ стремится к предельному положе- 
нию, которое представится уравнениями: 
Х—/(0 Ув 2—0) 
т 7 —- — Дт , 
Л + (0 т (1 


предполагая, разумеется, что три функции }(#), Ф(#} и (№) имеют про- 
изводные. Таким образом определение касательной к кривой приводится 
аналитически к вычислению производных. 

Всякая функция, имеющая производную, необхолимо непрерывна, 
но обратное положение не всегда справедливо. Нетрулно привести при- 
меры непрерывных функций, не имеюнцх производной при известных 


. 1 
частных значениях переменного. Такова функция у==х т — при х==0. 
х 


Если х стремится к нулю, у также стремится к нулю, и функция не- 
у „1 

прерывна, но отношение 7 ==5—-, Как мы уже видели. не стремится 
х Хх 


ни к какому пределу. 
о 


Пусть будет, далее, у х 2; эта функция непрерывна ири всяком 
значенин х и равна нулю при х—0: но, если х стремится к нулю, 
1 
} Ц. - 
отношение ^ -=х Я неопределенно возрастает. Для краткости мы 
х 
будем говорить, что здесь производная бесконечиа при х -:0: кривая, 
изображающая ход функции, касается оси у в начале коорлинат. 
1 


ел У 
- равна нулю при х --0; но отношение 
1 --ех 
стремится к двум различным пределам, смотря но тому, приближаетея 


ми х к нулю, оставаясь положительным или оставаясь отрицательным. 
1 


Если х положительно и очень мачо, то ех положительно и очень ве- 


ву 


лико; отношение - стремится к Сдвнице. Напротнь, если х отрица- 
х 


Функция Ух 


1 
тельно и очень мало по абсолютной величине, то сх очень близко 


7 
к нулю, и отношение =” имеет прелелом нуль. Таким образом произ- 
х 


водная имеет два различных значения в зависимости от того, каким 
образом х приближается к нулю; кривая, изображакицая ход функции, 
имеет в начале координат уг.4овую точку. 
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Из этих примеров видно, что легко составить функции, не имею- 
не производных при некоторых частных значениях переменного. Ме- 
жду тем, изобретатели исчисления бесконечно-малых и их последователи 
никогда не сомневались в том, что непрерывная функция, вообще, 
имеет производную. Было даже несколько попыток доказательств, 
правда, недостаточных, пока Вейерштрасе (\Уеег5Наз$) не разрешил 
вопроса, дав примеры непрерывных функций, которые не имеют про- 
изводных ни при каких значениях переменного *. Так как эти функции 
до сих пор не получили никакого применения, то мы ими заниматься 
ие будем. В дальнейшем, когда мы будем говорить, что функция /(х) 
имеет производную в промежутке (а, 8), то ирн отсутствии особых 
указаний это будет всегда означать, что эта функция имеет единствен- 
ную и конечную производную при каждом значении переменного х, 
заключающемся между аи 6. 

15. Производные высших порядков.` Производная от }(х) есть, вообще, 
сама некоторая функция от х, Г (х); если в свою очередь /' (х) имеет 
производную, то эта новая функция называется второю ироизводною 
от }(х) и обозначается символом У” или }’(х). Третья производная у” 
или /"(х) определяется подобным же образом, как производная от 
второй производной и т. д. Вообще, п-я производная у("), или 199 (х) 
есть производная от производной (п — 1)-го порядка. Может случиться, 
что, составляя таким образом высшие производные, мы никогда не дой- 
лем до функции, не имеющей производной. В этом случае мы можем пред- 

. ставить себе, что этот ряд действий продолжается до бесконечности, 
и мы получаем бесконечный ряд последовательных производных от функ- 
ции /(х). Таким бесконечным рядом производных обладают все функцин, 
имеющие до сих пор какое-нибудь практическое значение. 

Прниведенное выше обозначение производной принадлежит Лагранжу. 
Чтобы представить производную л-го порядка, иногда употребляют 
также символ Коши (Саисву): ‚у или О,„Х(х). Ниже мы познакомимся 
с обозначением Лейбница (Р.ефг12). 

16. Теорема Ролля. Применение производных к изучению уравнений 
основывается на следующем предложении, известном под названием тео- 
ремы Ролля (ВоПе). 

Пусть будут а и 8 два корня уравнения Т(х)- 0. Если функ- 
ния У(х) непрерывна и имеет производную в промежутке (а, 8), то 
уравнение }'(х) =0 имеет по крайней мере один корень, заключаю- 
щийся между а и 65. 

В самом деле, функция Х(х), но предположению, равна нулю 
прн х=а и при х=б. Если она постоянно равна нулю в проме- 
жутке (а, 5}, то и ее производная также будет постоянно равна нулю 
в этом промежутке, и теорема очевидна. Если же функция Ё(х) не 
равна постоянно нулю, то она будет иметь положительные или отрни- 
цательные значения. Предположим, иапример, что функция }(х) имеет 
положительные значения; тогда она непременно имеет наибольшее зна- 


-* ° Доклад, читанный в Берлинской академии наук 18 июля 1872 г. Другие 
примеры можно найти в мемуаре Дарбу (РатБоих) о прерывных функциях 
{Аппае; 4е ГЕсойе Могпице Зирётеше, том 1\, 9-я серия}. Пример Вейерштрасса 
приведен лалее (глава [Х). 
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ченне А при некотором значении х==х,, заключающемся в промс- 
жутке (а, 2) (5 3, теорема 1). Отношение 
И (х — й) — /(х,} 
й ` 


где Й>0, будет необходимо или отрицательно, или равио нулю; 
поэтому предел этого отношения, т. е. Й (х.), не может быть поло- 
жительным числом, и следовательно, /'(х.) = 0. Точно так же, рассма- 
тривая Л (х,) как предел отношения 


А (х, = й) 7). 
— 


где й`>0, мы увидим, что /'(х.) =0. Сравнение этих двух результатов 
локазывает, что иеобходимо /’ (х,} = 0. 

17. Формула конечных прнращений. Из теоремы Ролля легко может 
быть выведена важная формула конечных приращений. 

Пусть будет У(х) непрерывная функция, имеющая производную 
в промежутке (а, 6); тогда 


(В) — (а) = (6 — а) 7 (6, (1 


где с есть число, заключающееся между а и 6. 

Чтобы вывести эту формулу, рассмотрим вторую функцию ®(х), 
обладающую теми же свойствами, как и первая функция, т. е. непре- 
рывную и имеющую производную в промежутке (а, 8). Введем вспомо- 


гательную функцию 
ф(х)==АЛ(х) + Ве (х) + С 


где А, В, С суть постоянные, и определим эти постоянные таким образом, 
чтобы функция Фф(х) обращалась в нуль при х=а и при х==ё. Не- 
обходимые и достаточные условия этого будут: 


АЛ(а) -- ВФ (а) + С=0, АЛЬ) - В С=0; 
\РЫ удовлетворим ЭТИМ условиям, положив 
А-9 (а) —$ (6), В==А(в) — Г (а), С==/(а) 9 (в) — (6) 3 (а). 


Определенная таким образом функция %(х) непрерывна и имеет 
производную в промежутке (а, 6). Так как при х=а и при х==6 эта 
функция $ (х) обращается в нуль, то ее производная %' (х) == АЛ (х) + 
-+ Ву’ (х) должна быть равна нулю при некотором значении с, заклю- 
чающемся между а п. Отсюда, заменяя А и В нх значениями, мы 
приходим к соотношению вида: 


[9 (6) — 9 (а) Л (с) = [7(6} — (а) +’ (©); 
разделив на 9’ (с) [$ (6) — з (а)], получаем: 


ИЛ (а) _Г (6) 
$16) — (а) $ (0)° 
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Полагая в этом соотношении 9(х)=х, мы получаем равенство (1’,. 
Обратим внимание на то, что при этом доказательстве мы не предно- 
лагали, что производная Г (х) непрерывна и что она существует на 
концах, при х =а, х==6. 

Из формулы конечных приращений следует, что, если производ- 
ная 7’ (х) равна нулю в промежутке (а, 8), то функиня 7(х) сохраняет 
в этом промежутке постоянное значение; в самом деле, приложив эту 
формулу к двум значениям х, и х,, принадлежащим промежутку (а, 6}. 
мы приходим к соотношению /(х.) = 1(х.). Отсюда, далее, следует, 
что разность двух функций, имеющих одну и ту же производную, по- 
стоянна; очевидно, справедливо и обратное предложение. Если извест- 
на функция Е(х), имеющая производною данную функцию Х(х), то- 
мы получим все другие функции, имеющие ту же самую производную. 
прибавляя произвольное постоянное к функции Е(х) *. 

Формула (1'’) допускает простое геометрическое истолкование. В са- 
мом деле, рассмотрим кривую АМВ, изображающую ход функции Х(х) 
(6) — 

в — 


а . 
в промежутке (а, 6); д р есть угловой коэфициент хорды АВ, 
а , 


з 1 (с) есть угловой коэфициент касательной в точке С, причем абсиисса 
этой точки равна с. Формула (1} показывает, что на дуге АМВ суще- 
ствует точка С, в которой касательная параллельна хорде АВ. 

Предположим, что производная }(х) непрерывна; если мы будем 
приближать а и 6 к обшему пределу ху по какому-нибудь закону, то 
и число с, заключающееся между @ и 6, будет также стремиться к х 
формула (1’) показывает, что отношение 


7(в) — (а) 
р —а 


0 ; 


имеет пределом /"' (х‹). Геометрически это значит следующее. Рассмотрим 


* Нельзя применять эту теорему, пе обращая внимания па все заключаю- 
щнеся в ней условия. Пусть, например, Х(х) и $ (х) — две ненрерывные функции, 
имеющие производные }$'’(х) и $'’(х) в промежутке (а, 8). Если между этими 
четырьмя функциями существует соотношение {’ (х) $ (х) —Х (<) $' (<) =0, те 


мы. выведем из формулы конечных приращепий, что произеодная от функции 5’ 
Го: @®—/фе'@) 
° : р. 


межуткс (а, 5) постоянно. Но это заключение вполне законно только в том слу- 
чае, если $(х) не обращается в пуль в промежутке (а, 6). В самом деле, пред- 
положим, что $ (х) вместе с производною $' (х) обращаются в нуль при значении с, 
заключающемся между 24 и 6. Пусть функция }(х) равна С,з (х) в промежутке 
между аи си равна С (х) между а и, где С; и С, — два различных носто- 
янных количества. Ясно, что {/(х) непрерывна и имеет произволную в проме- 
жутке (а, 6) и что, кроме того, 


«+ Фе) 0 


при всяком значепии д, заключающемся в этом промежутье. Однако фуик- 


т. е 


‚ равна нулю, и следовательно, отношение 1 в про- 


ция 1 равиа С; в промежутке (а, 6) и равна С, в промежутке (с, 5). Нетрудно 


дать этому примеру геометрическое истолкование. 
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на кривой у /(х) точку М с абсциссою х, в две точки А и Вс абс- 
А) — (а) 

р —а 
хорлы АВ, тогда как /'(х,} представляет угловой коэфициент касатель- 
ной в точке М. Из предыдущего видно, что когда две точкн Ан В 
беспредельно приближаются к точке М по какому угодно закону, то 
секущая АВ всегда имеет пределом касательную в точке М. 

Этого, вообще, не-будет, если производная Й (х) разрывна. Нанри- 

2 


циссами а и 0. Отношение равно угловому коэфициенту 


мер, если мы нозьмем на криной у--. хз две точки, бесконечно близ- 
кие к началу координат и лежащие по разные стороны от осн Оу, то 
на чертеже ясно нидно, что направление прямой, соединяющей эти две 
точки, остается совершенно неопределенным, когда обе эти точки ирн- 
ближаются к началу координат. 

Вот еще одно следствие из формулы (1'’), которое нам часто пона- 
добится в дальнейшем. Предположим, что производная /’(х} ограничена 
в интервале (а, 8} так, что для всякого значения х, заключенного меж- 
луаиб, имеем: |/(х)|< К, причем положительное число К не зави- 
сит от х. Отсюда следует, что для любых лвух чисел х., х, интерва- 
ла (а, 6) всегда имеет место нераненство: 


|9 (х.) —/(х1) < К! Хх. —^,). 


Мы будем сокращенно называть условие, выражаемое этим неравен- 
ством, условием Липшица; здесь К означает определенное число, х; и 
х, — любые числа. принадлежащие иекоторому интервалу. 

Уравнение (2) иногда называется обобщенною формулой конечных 
приращений. Из нее можно легко нывести теорему Лопиталя (Р’НорНа!|), 
позволяющую находить пределы неопределенных выражений. Предполо- 
жнм, что при х==а мы нмеем Х(а) =0, 2 (а) -=0. Замеияя в формуле (1') 
р через х, получим: 


гле х, заключается между а н х. Это уравиение показывает, что если 
Ы 
х 
при х=а мы имеем } (а) =0, 9 (а) —0 и если отношение и стре- 
; 
мится к некоторому пределу, когда х стремится к а, то отноше- 
х 
ние ме стремится к тому же самому пределу. 
х 
, 

18. Формула Тейлора. Из алгебры известно, что если У(х) есть це- 
лый многочлен /-й степени, то, каковы бы ин были числа а и Й, мы 
всегда имеем: 

. йа | 1. й" т сн 
Г (а + №) = (а) Л (а) ол (а... Г то | ил (а); (3) 


разложение (3) конечно, так как все производные, начиная с ("+ 1)-й, 
равны нулю. Если бы мы захотели приложить эту формулу не к мно- 
гочлену, а к какой-нибудь другой функции /(х), то мы получили бы 
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во второй части неограниченное число членов. Чтобы узнать, какое 
значение мы должны приписать полученному таким образом разложе- 
нию, найдем предварительно выражение разностн: 


Я ы п? ” (а 
‚Па В) — а) — р Ла) — Бру И, 


ирелполагая только, что функция /(х} вместе со своими и первыми 
производными /' (х), Р’(х),..., Г”? (х) непрерывна при изменении х от 
а до а-- ®, ин что }® (<) имеет производную /(^П(х) в том же иро- 
межутке. Прелполагая. что числа а и й имеют определенные значения, 
положим 


й 
а +в < Ла) рл@- оао... 
(4) 
д ИР , 
аа сир” 


тде р есть какое-нибудь целое положительное число. Определив чи- 
«ло Р при помощи последиего равенства, рассмотрим вспомогательную 
функцию 


ола идей Хлор у... 
__ (@- й — х)" в, (х их? 
1.2... 1 (9 Ир” 


„Легко видеть, чо 
Ф (а) =0, э(а--й)==0, 


причем первое равенство вытекает из формулы (4), определякицей чис- 
ло Р. Из сделанных относнтельно /(х) допущений следует, что Ф(%), 
имеет пронзнодную в промежутке (а, а-- #й); следонательно, по теореме 
Ролля, ураннение $'(х) =0 должно иметь корень а-- 0й, заключенный 
в том же промежутке, где @ обозначает положнтельное число, заключаю- 
лцееся между нулем и сдиницею. Вычислив 9! (х). после приведений, 
найлем: 


т ху 1 


.й 


а) = ах 09 


Иервый множитель (а + й# —х)”-' не может обратиться в нуль при 
значении х, отличном от (а--Й); поэтому необходимо, чтобы 


Р == 1-21 (1 — 07-21 -т (а 6), 00 1 
Заменив в формуле (4) Р полученным значением, находим: 


/ п д" (5 
(а. й)=Да) + Ла эт... 1.222 о. „(а К» (5} 


ри? (1 —_ 07-2 1 


. . —__, ИТ) | 
к, 1.2... п.р / (а. 
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Мы будем называть эту формулу (5) общею формулою Тейлора (Тау- 
]0ог); последний член Ю, называется остаточным членом. Этот остаточ- 
ный член зависит от целого положительного числа р, которое мы оста- 
вили неопределенным. Обыкноненно для этого числа р берут два зна- 
чения: р=л-+ 1 или р==1. Полагая р=и 1, мы найдем выражение 
остаточного члена, данное Лагранжем: 

рп+1 


—— . Течт ( | 
к, 2. нии’ (@-- 0); 


полагая же р=1, получим: 


В РИ диет (аби); (6) 


этот вид остаточного члена принадлежит Кошн. Понятно, что число 8. 
вообще, не имеет одного и того же значения в обенх формулах оста- 
точного члена. Предполагая /("+1) (х) непрерывною при х=а, мы мо- 
жем также написать: 
Ю --= ОИ [+ (а): (7) 
"1.2... (и 1) > 


где = бесконечно мало одновременно с й, 
Рассмотрим остаточный член в форме, данной Лагранжем. Если 


п—4,..., то будем получать различные формулы, которые при бес- 
конечно малых значениях й будут давать значения, все более и более 
близкие к Г(а-- #). Так, при п-=2 мы имеем: 


Па-в)- ла лага 


эта формула показывает, что разность 


пана) Л) 


есть бесконечно-малое второго порялка. Далее, разность 


12 


То ’(а) 


й 
(а в) — (а) —- = (а) — 
есть бесконечно-малое третьего порядка, п, вообще, 
р. й № и) 
(а -- п) — Л (а) — Ла) —... — 1 /® (а) 
есть бесконечно-малое (п--1)-го порядка относительно й. Но чтобы 
иметь точное представление о приближении, которое мы получим, пре- 


небрегая членом А,, необходимо иметь верхний предел этого остаточ- 
ного члена. Если мы обозначим через М верхний прелел абсолютной 


$ 18 1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ. ОБЩИЕ СВОЙСТВА 45 


величины /М*1(х} вблизи х==а, например, межлу а -пиа- т, то, 
ирн |#!< 3, очевидно, будем иметь: 


[и [7+ 
ии 


ПримеЕР 1. Применим формулу (7) к функиин /{5)-=№@(Ё-- х, где знака 
обозначает неперов логарифм, полагая а==0, п --1, х_.> — [; мы находим: 


М. 


д? 
21 = 62° 
если мы в этой формуле заменим х обратной величиной целого числа п, то ио- 


„ЛУЧИМ: 
| 1 1 6 
п | | >) = п , 
Ги Ни 22 


в(Е-Нх) -- х— 


тде 9, — положительный множитель, меньший единицы. 
Мы заключаем отсюда, что ряд, общий член которого есть 


| 1 
м ( 1+-), 
Г. р 
р | 
хходится, так как оощеи член меньше, чем Эр. 
Сумма п первых членов этого ряда равна 


1 | . п \ 
В А С и — Шл-- ю (1. 
следовательно, разность №, -—_ ши стремится к конечпому пределу, когла и не- 
ограниченно возрастает. Этот предел есть эйлерова ностоянпая С, значение ко- 

торой, вычнсленное с 20 десятичными знаками, С _ -0,57121566490153286060. 

ПрРимЕР 2. Уравиепия касательной к кривой, представленной формулами (1). 
обращаются в тождества, если все три производные }' (1), ч' (г), $' (6) обращаются 
в пуль при # =&. Чтобы устранить это затруднение, вспомним рассуждение, 
которое мы применили для нахождения уравнений касательной. Пусть будет м' 
точка кривой С, соседняя с точкой М, а 5 -- й — соответствующее значение на- 
раметра; уравнения хорды ММ’ суть: 


—/(4%} — Г - в (Ю) 7—3) 
Льве + 


Для большей общности мы предположим, что все производные порядка ниже 
рф> 1) функций 14), +), ®() обращаются в пуль при ==, но что, по край- 
мей мере, одна из производных порядка р, например /{Р) (4), отанчна ог нуля. 
Деля все знаменатели предшествующих выражений на #2 и применяя общую 
формулу (7), мы можем переписать эти уравиеция так: 


х—}) _ У (В) #—ф )_ 
Ро: «Фе РР 
где :, =’, =” — бесконечно малы. Если теперь заставить # стремиться к пулю, то 
эги уравнения в пределе примут вид: 


Х— 1) У) _ 2—9) 
КР о) +00 $0 


и не представляют более никакой неопределенности. 

Точки кривой С, где это обстоятельство имеет место, суть, вообще; особые 
точки, в которых кривая представляет какую-либо особенность формы. Так, плос- 
кая кривая, даваемая уравнениями х-=й, у=-1, проходит через начало коорди- 


ах ау 
Я-А Кривая имеет в начале координат 


нат, и мы имесм в этой точке 


точку возврата первого рода с касательной, совпадающей с осью х. 
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19. Частные пронзводные. Дадим в непрерывной функции /(х, у} ка- 
кос-нибуль ностояппое значение одному из переменных, например пе- 
ремепному у. Мы получим функцию только одного независимого перс- 
мениого х; обозначим производную от этой функцин, если только эта 
производная существует, через}, (х, у), нли ®,. Подобным же образом 
обозначим через в’, или Л, (х, У) нроизводную от функции Л(х, у). 
в которой Хх рассматривается как постоянное, а у как независимое 
переменное; /’ (х, у) н Л, (х, У} называются частными производными 
ог функции 1 (х, у). Эти частные производные, в свою опередь, являются 
вообще функциями переменных х. у; если мы вновь возьмем от них 
частные пронзводные, то получим четыре частных производных второго 
порядка 7, у 1, Ти. Подобным же образом определяются част- 
ные производные третьего, четвертого и так далее порядков. Вообще, 
если нам дана функцня некоторого числа независимых переменных 
ю - УХ. у, 2...., В), то мы получим частную производную и-го по- 
рядка от этой функцни, если возьмем от нее последовательно я про- 
нзводных по любым из входящих в нее независимых переменных 
х. У, 2,...,Ё. Мы докажем, что конечный результат не будет зависеть 
от того, в каком порядке мы будем брать эти производные. 

Докажем предварительно следующую лемму: 

Пусть будет ш==)(х.у) функция двух независимых переменных 
хиу; мы имеем Л. == Л если только эти частные производные не- 
прерывны. 

Рассмотрнм ныражение 


И Л(х-Ах, у АУ) — И (х, у 3) — Их АХ У-ЕИх, у), 


где х, у, Ах, ду имеют определенные значения. Мы можем представить 
ныраженне ( в двух различных вндах. Обозначим через о вспомога- 
тельное переменное и положим: 


2 (9) - 1(х А, а) — /(х. 5). 
Тогла 
И (у + АУ) — (У). 


Приложив к функцин ® (9) формулу конечных приращений, находим: 
О дур (УЕ 0Ау), 0. 
Заменим ф’ се значеннем: 
У 
И АУУ, (Ах, у4 84) — Л, (у 88У] |. 
Приложим формулу конечных приращеннй к функции 1, (и, У-- ВАУ). 


принимая в ней и за независимое переменное. Мы будем иметь новое 
выражение для (У: 


О ААУ (Их, УРОАу ОТ. 
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Это выражение для (И симметрично относительно х, у, Ахи \у; поэтому. 
переменнв роль переменных х и у, мы получили бы: 
1 т м . 

И==АуАх/,,(х +. 5х, У АУ), 
где множители и, у положнтельны и меньше единицы. Приравияем 
между собою эти два значения &/, разделив их прелварительно на Ах зу: 
" ! ; у __ тг (| 1 . | 
(НИ Ах, у-- Ау) А, (МАХ, у--ОДУу,. 


х. ух 


По предположению, производные Л.» и д непрерывны; поэтому  ири 
ириближении Ах и Зу к нулю обе части прелылушего равенства булут 
стремнться соответственно к Г» и Г и мы получим то равенство, ко- 
торое требовалось доказать. | | 

Следует заметить, что это доказательство не содержит никаких пред- 
положений относительно других частных производных второго по- 
рядка Г, н Ли; оно остается справедливым также и в том случае, 
если /(х, у) зависит еще от других независимых переменных. Число 
этих независимых переменных может быть каким угодно, так как прн 
образовании частных производных и д мы должны обращаться с этими 


переменными как с постоянными. ^ 

Пусть будет теперь ®=/(х, у,2...., #) функция произвольного 
числа независимых переменных, и пусть будет ®@ частная производная 
п-го порядка от этой функции. Эта производная получилась после я 
последовательных деривапий (взятий производной} по определенным пе- 
ременным. Выполним теперь и дериваций по тем же независимым ис- 
ременным, изменив только порядок этих дериваций. Всякая такая пере- 
мена в порядке дериваций, приводящих к %, может быть достигнута 
рялом перестановок между двумя последовательными дернвациями; но 
мы уже доказали, что такие перестановки не влияют на окончательный 
результат; следовательно, не может измениться результат ин от всей рас- 
сматриваемой перемены“. Отсюла следует, что частная производная 
н-го порядка будет обозначена с полною определенностью, если будет 
указано число дериваний относительно каждого из независимых пере- 
менных. Таким образом частные производные и-го порядка от функцин 
трех независимых переменных ® ` /(х. у, =) могут быть изображены 
следующим образом: 


Лелик (Х, № 2) или Оурии И (Х, У, 2), 


где р '-9--г п. Как то, так и другое обозначение иредставляет со- 
бою результат, который получится, если мы возьмем последовательно р 
раз частные производные относительно х, 9 раз — относительно у иг 
раз — относительно 2, причем все эти операции мы можем выполнить 


* Например. чтобы локазать равенство частных пробзволных 
нЕ МЕ 
Ту Дух 
от функции }(х, у, 2), мы составим рял равеиств: 


НТ т’ Ы и’ 


Хуа =У гу =: = Флих . (Ред. 
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в произвольном порядке. Функция ® =7(х, у, 2) имеет всего три раз“ 
ных частных производных первого порялка Л» 7» Р» шесть разных 


частных пронаводных второго ‘порядка /”,, ля Г.» Гл’, Л» ит. д. 
Вообще, функция от р независимых переменных имеет столько частных 
производных п-го порядка, сколько различных членов существует в одно- 
родном многочлене порядка и с р переменными, т. е. на основании 


теорни соединений, 
(и 11-2)... (и --РЫ— 0 
1-2... (р 2) р | 


Для функций многих незавнсимых переменных также можно вывести 
‘формулы, аналогичные формуле конечных приращеннй. Рассмотрим для 
определенности функцию #(х, у} двух независимых переменных хи у 
и возьмем разность 1(х-Ей, у №) —Х(х, у); мы можем представить 
эту рний н внле; 


(АУ — У, у) = Их Уф ИУ 
НИ, У--®) — Л(х, У). 


Применяя формулу конечных приращений к каждой из разностей, стоя- 
щих н правой части, получим: 


Пе--И, уж) — Хх, у) Их НВ, УНЮ АИ, (х, У 0), (8) 


где би 0’ заключаются между нулем и единицею. 

Эта формула остается верною, будут ли производные /, и Л непре- 
рывны или прерывны. Если эти производные Х,, /, непрерывны, то 
можно вывести формулу, подобную предыдущей, но содержащую только 
одно неопределенное чнсло 9. Чтобы получить эту новую формулу, рас- 
смотрим вспомогательную функцию $(#) =/(х--#Ь у-|-^0), где х, у, 
й. Е имеют определенные значения, а Ё есть вспомогательное перемен- 
ное. Применяя к этой функции ©( формулу конечиых прирашений, 


имеем: р 
$(1) —$(0).-=9' (0), 901. 


Но 9(Ё} есть сложная функция от ЁЬ и ее производная %’(Ё) равна 
ИУ, (х Е, у) - КУ, (Хх Е, у); следовательно, предыдущая 
формула может быть представлена в виде: 


Перу — хуи (ХЕ, У) -- ВН, у), (9) 


или 


А(х--й, у &) —Л(х, у) == [,(х, Уна -Н АИ, (5 -=], (10) 


где = и = стремятся к нулю вместе с йн #. Это выражение разности 
Их-В, УЕ) —Л(х, у) часто оказывается полезным; нз иего полу- 
чается правило нахождения производной от сложной функции. 


Примечание. Чтобы представить приращение {в виде (10), педостаточно 
‹уществования частных нроизводных функции }(х, у). Рассмотрим, например, 
функцию 


ху 


А. У) =- 


реги 
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когда хи у не равны одновременно. пулю, и равную нулю при х = у=0. Эта 
и О 

фуикция непрерывна даже в начале координат, и частные производные {,, /, 

имеют конечные значения для всякой системы значений х и у. В частности, 


(0 = 1,0, =0, 
так как функция / (х, У) равна нулю на каждой из осей координат. Формула (10) 
неприменима к этой фупкцин при х = у==0, так как она дала бы 
у Ев, Ю = Аг, (11) 
гдез и = — Сесконечио-малые вместе с Ян АД. Но, если положить #==№, мы по- 


й 
лучим: / (й, й) =, а не #т, где п бесконечно мало. 
у 


20. Плоскость, касательная к поверхности. Мы видели, что первая 
производная от функции одного переменного дает касательную к кри- 
вой; точно так же частные производные ‘от функции двух независимых 
переменных входят в уравнение касательной плоскости к поверхности. 
Пусть будет 

2=Е(х, 5) (12) 


уравнение поверхности $. Мы предположим, что функция ЕЁ непре- 
рынна и имеет непрерывные частные производные в точке (ху, У‚) плос- 
кости ху; пусть этой точке соответствует значение 2, для 2 и, следо- 
вательно, точка М (жу› Ус, 20) поверхности 5. Рассмотрим какую-нибудь 


кривую С, расположенную на поверхности 5 и проходящую через 
точку /№. Пусть будут 


х==/(), у=9(0, 2=%() (13) 


координаты точки этой кривой, выраженные н функции переменного 
параметра #; /({), $ (#), $Ф(!) суть три непрерывные функции параметра #, 
принимающие при значении # параметра # значения ху, Ус, 2. Каса- 
тельная к кривой-С в точке Му определяется уравнениями ($ 14): 


А— м ТУ—м _—&5 
ли 9 (0 $ (И 
Гак как кривая С расположена [на поверхности 5, то ‘мы имеем соот- 


ношение: 
ФИ =Р[ (0,4 (0, 


которое должно удовлетворяться при всяком значении #. Таким образом 
обе части этого равенства должны быть тождественны между собою. 
Составим производную от второй части как от сложной функции и по- 
ложим = &, Мы найдем: 


(14) 


Ч (6) =Л(&) ЕР 9 (6) г, (15) 
Исключив из уравнений (14) и (15) Л (6), $'(&), $' (К), получим: 
Ев (ХР И) Е, (16) 


Это уравнение представляет плоскость, составляющую геометрическое 
место касательных ко всем кривым, расположенным на поверхности $ 
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и проходящим через точку №. Эта плоскость называется касательною 
плоскостью к поверхности. 

21. Переход от разностей к пронзводным. Мы определяли высшие произ- 
водные последовательно, выводя производную л-го порядка из производных 
(п — 1)-го порядка. Естественно возникает вопрос, нельзя лин непо. редственно 
определить производную п-го порядка как предел некоторого отношения, не ие- 
реходя постепенно от производных порядка ниже п к производной л-го порядка. 


Ед . 
Мы уже решили это утвердительно для Туу ($ 19), так как приведенное там рас- 
Га 
суждение доказывает, что /.уесть предел дроби 


Да -Ах, у-- Ау) — А (а Ах, У — У, УРА Е У) 
Ах Ау ' 


„ 
когда Ах н Ау оба стремятся к нулю. Таким же образом легко показать, что {,, есть 
предел отношения 
Де №) Ух) ат) УС) 
Я: й> ” 


когда И; н Йо стремятся оба к нулю. 
В самом деле, положив 


Ла (х) = (ев) — Л (<), 
можно иредставить предыдущее отвошение в виде: 


а-ля Лат) 


0 
> й ‚о<е<ь 
нии, иначе: 
а) — Г (в ‚ 
Л ( м - ы 1 а ы ОА, + 9), 0 6' < 1. 


Отсюда видно, что предел этого отиошения есть производная второго но- 
7? 
рядка },„, если только эта производная непрерывна. 


Перейдем теперь к общему стучаю. Пусть будет для определенности 


® —Д(х, У, 2) 


функция трех независимых переменных. Положим 


Мо А, У 2) — 1 (% 2), 
5% ФД (м, У А 2) — Ух У, 2), 
А = (х, у, 2-х, У, 2}; 


Аль, ви «9, \ о суть первые разности от ®. Если мы будем рассматривать й 
^, [ как даные постоянные количества, то эти три первые разчости будут сами 
функциями от х, у, 2, от которых можио взять в свою очередь разности, соответ- 
ствующие приращениям й, А, & переменных; таким образом получаются вторые 
разности АНо АВ о, А” ку ®,... Этот процесс может быть продолжен до беско- 
иечности; каждая разность и-го порядка определится как первая разность от не- 
которой разности (и — 1)-го порядка. Так как порядок каждых двух из предыду- 
щих операций может быть заменен обратным, то достаточно будет указать 


последовательные приращения, даваемые каждому переменному. Разность л-го 
порядка представится символом следующего вида: 


) А АЛ: ПрАЕ АА 42: . 
АТО АА... РА. АА... АРУ, у, 2, 
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где рга--г-= я, и приращения А» А, 1 могут быть равны или не равны. Эла 
разность может быть выражена посредством частной произьодиой п-го порядка; 
она равна произведению: 

На... Пра +. Ри Х 


Хо а Е И-Е.РВр,УЕ...Нб,2 НД... 8,1), 


где все 0; заключены между нулем и единицею. Эта формула уже была нами вы- 
ведена для первых и вторых разностей. Чтобы доказать, что она верна прн вся- 
ком п, допустим, что она верна для разности (п — !)-го порядка, и пусть 


(к, ур = АВ... МА... МАИ... МХ 
мы имеем, по предположепию: 
9... И А... Ри ЕВ, И... ЕЙ, У...) 


Но рассматриваемая п-я разность равна $ (х -- №, у, 2) — $(х, у, 2), и достаточно 
приложить еще раз формулу конечных приращений к этой разности, чтобы полу- 
чить ту формулу, которую мы хотели доказать. 


. (п 
Обратно, частная производная Ви есть предел отношения 


ВАА: ПрАЁ К: 
АА р... УРАИ... АА... А, 
Ра... Пра... вЫ... , ^ 
когда все приращения Й, А, { стремятся к нулю. 


Интересно заметить, что это определение частных производных высшего по- 
рядка иногда шире обычного определения. Рассмотрим, например, функцию 


® == (х, У) —=$(4) +$ (5), 


где функции Ф(х) и ф(у) ие имеют производиых. Фуикция ® также не имеет 

частных производных нервого иорядка; тем более для нее не может быть речи 

о частных производных второго порядка. Однако, если бы мы приняли новое опре- 
и 


деление частных производных, то нахождение {,, привелось бы к разысканию 
предела отношения 


Ах в, У У Ь, УГО, уг -УС, У 


равного п 
ЕЕ ЕО -з@ Юг 0) (У 
НЕ * 


Числитель этого отношения всегда равеи нулю, поэтому предел отношения также 
равен нулю, и мы паходим: 


п 


Г: *. 


* Аналогичные замечания можно сделать и для фупкции одиого перемеи- 
ного. Например, функция 


1 
Хх) = х3 с9$ — 
1(® - 
имеет производную 


1 1 
(к) - = За? —. т — 
(<) -=З^? с0$ > -х зп х, 


но /'(х) не имеет производной при х—=0. Между тем отношение 


1(2а) — 27 (а) 1 (0) 


а? 


Ю 


1 1 
или 89 с05 а — 2а с0з -, » Имеет пределом иуль, когда я стремится к нулю. 
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И. ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ОБОЗНАЧЕНИЕ. 


Дифереициальное обозначенне, первое по времени из всех обозна- 
чений, употребляемых в анализе, принадлежит Лейбницу. В этом 0бо- 
значении нет необходимостн, однако оно имеет преимущество вслед- 
ствие большей симметричности формул и большей общности; эти 
преимущества особенно ценны при изучении функций многих неремеи- 
ных. Идея этого обозначения вытекает из рассмотрения бесконечно- 
малых. 

22. Диференциалы. Пусть у -=:}(х) будет непрерывная функция, имею- 
щая нроизводную Х (х); дадим переменному х приращение Ах и 0бо- 
значим через Ау соответствующее приращенне у. По самому определе- 
нию производной имеем: 


АУ ци. 
де И +.. 


гле = стремится к нулю одновременно с Ах; если мы примем Ах за 

главное бесконечно-малое, то Ау тоже будет бесконечно-малым, глав- 

ная часть которого равна /"' (х) Ах. Эту главную часть называют дифе- 
ренциалом у и изображают ее символом 4у: 


Чу-=Л (х) Ах. 


Если функция /(х) равна х, то предыдущая 
формула обращается в 4х=Ах; поэтому для 
большей симметричности пишут: | 


с 


> 


т ау== Г (х) ах 
с тем условием, чтобы приращение Ах независи- 
Черт. 2. мого переменного рассматривалось как ностоянное 


количество, впрочем, вполне произвольное. 
Рассмотрим на кривой С (черт.” 2), представляемой уравнением 


у=7(х), две точки с абсциссами х и х-|- 4х. ' Из’ треугольника МТМ 
имеем: 


их , 
МТ = ММ ТММ =ахл (х); 


МГ представляет диференциал 4у, тогда как Ау равно ММ’. Из чер- 
тежа видно, что при неограниченном приближении точки М’ к точке М 
часть М'Г делается бесконечно малою относительно МТ, - 

Диференциалы высших порядков определяются последовательно один 
за другим так же, как и высшие производные. Так, диференциал, от 
диференциала первого порядка называется диференциалом второго по- 
рядка, причем 4х всегда рассматривается как постоянное количество; 
диференциал второго порядка обозначается через 4?у: 


ау == а (ау) = (Л (х) ах] ах ==" (х) 4х. 
Точно так же для диференциала третьего порядка напишем: 


Фу — 4 (43) = [/" (х) ах? ах == Л" (хук 
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и т. д. Вообще, диференциал и-го порядка, который определяется как 
диференциал от диференциала (я — 1)-го порядка, имеет выражение: 


Ту — 1% (х) ах". 
Обратно, можно выразить производные /’(х), Г” (х),..., 19 (х),... 


< помощью диференциалов, и мы получаем, таким образом, новые обо- 
значения для производных: 


у’ —- Чу " — Чу (п) — ФУ 


- йх’ о Чх '`'? Ч хп ?'* `` 


Каждой формуле для вычисления ироизводной соответствует формула 
для вычисления диференциала. Остановимся на случае функцин от функ- 
ции. Пусть будет у==/(и), где и есть фуикция независимого перемен- 
ного х; мы имеем: у 


‚ ' С 
у,=/ (и) НН; 
умножая обе части на ах, получаем: 


уе ах ==)" (и) и ах. 
ду=—-}' (п) аи. 


Таким образом формула для Фу имеет такой вид, как если бы и было 
не функцией от х, а независимым переменным. Это одно из преиму- 
ществ диференциального обозначения. Изображая производную от у 
относительно х, мы имели две различных формулы: 


У =Л(х), У=Л (ии, 


в зависимости от того, дано ли у непосредственно в функцин х или у 
зависит от х при посредстве другой фуикции и. 

Напротив, при диференциальном обозначении одна и та же формула 
применима к обоим случаям. 

Если у=Л(и, т, %) есть сложная функция, то мы имеем: 


' О ! Ц 1 г й 
У,==и, „| 9, Е Ли, 
или, но умножении на 4х: 
О ' ‚ 
ау=/, аи —- 7, а). 


Подобным же образом 


и оэаи— вач 
а (иу) == иду | чаи, “(“)= в. 


Те же самые правила позволят нам вычислить диференциалы высших 
порядков. Пусть, например, надо найти днференциалы высших поряд- 
ков функции от функции у==/(и); мы уже имели 


ду =} (и} аи. 
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При вычислении 4?у следует заметить, что @4ий не должно быть при- 
нимаемо за постоянное, так как и не есть независимое переменное. 
Таким образом мы должны будем вычислить диференциал от сложной функ- 
пии /' (м) аи, гле и и Чи будут двумя посредствующими функциями; 
это дает: 


Фу==}" (и) аи? --}' (и) а?и. 


Чтобы вычислить 43у, нужно рассматривать 4?у как сложную функ- 
нию с тремя посредствующими функциями и, аи, 4?и; мы найдем: 


ау =" (и) диз | З/" (и) ди аа (и) аи 


и г. д. Следует заметить, что формулы, дающие диференциалы ау, 
4у,..., вследствие присутствия членов с 43и, 43и,... будут иметь 
не тот вид, какой они имели бы, если бы и было независимым переменным. 

Частные производные от функции многих независимых переменных 
обозначаются таким же образом. Так, частная производная и-го по- 
рядка от Х(х, у, 2), изображавитаяся, по Лагранжу, через Ч де по 


РР 9" 

Лейбницу, изобразится через У. Для функций многих перемен- 
9%Р9у9927 

ных это обозначение — чисто символическое и отнюдь не представляет 


дроби, как это имело место для функции одного переменного. Буква 9 
для изображения частной производной от функции многих переменных 
введена Якоби (Ласоб). До него употребляли букву @. 

23. Полные диференциалы. Пусть будет ® —=Х(х, у, 2) функция трех 
независимых переменных х, у, 2; полным диференциалом 4% 
называется следующее выражение: 


37 9/ / 
Ч — | 42, 
о хх Ну Чу -| зд 42 


где 4х, 4у, 42-— три произвольных постоянных приращения, ланные не- 


зависимым переменным х, у, 2. Три произведения у х, / ау, 3/ 42 
9х ду 92 

называются частными диференциалами. 

° Полный диференциат второго порядка есть полный диференциал от 

полного диференциала первого порядка, причем приращения 4х, ду, 42 

остаются постоянными и всегда одними и теми же, когда мы переходим 


от одного диференциала к следующему. Таким образом 


Фо а (а). 7 ах ео ду аа 
пли, раскрывая, 
во (4х НЫ ] 4) Ч мая у в: ау- 
Пен га НЗ даа 
—- ри ху {+2 Ы ие о м 


л 


я 
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Если в правой части мы заменим д? через 9/?, то будем иметь в рас- 


крытом виде квадрат от Ух +5; у м 42; поэтому мы можем на- 


писать символическое равенство: 


У зу у 
230 — а Чу 
Фо (ние), 


причем должно после возведения в квадрат везде вместо 93/? поста- 
вить 9} Это правило общее; если мы назовем полным диференциалом 
п-го порядка полный днференциал от полного диференциала (м — 1)-го 
порядка, то при всяком и мы будем иметь символическое равенство: 


(1) 
= [9 ах -- ду - У г)" , 


эх ’ 92 


гле после возведения в степень 9/" должно быть заменено через 977. 
Мы видели, что это правило верно при я=1, й=2, и потому доста- 
точно показать, что если оно будет верно лля 4”, то оно булет также 
верно н для 4+1. 

Допустив этот закон для 47%, мы будем иметь: 


9"; 


а” —= =, А рат хр 9027 


ЧхР (УЧ 47", 

— | 1 __ г ` Хх: 

где р-|-4--г==и. Коэфициент Ара» равен коэфициепту ирн 4х? фу4 42" 
в п-й степени трехчлена 


(ах -- Чу —- 42)м, 


т.е. 

А — 12. 

24" 1.2...р:1.2...4:1.2. 
Из предыдущей формулы мы выведем: 

. "+ му — р 9" 11} 
п+1) — р- 4 г! +1 7 
а о = ХА, [3513992 арт 4уч 42” —- питта ЧуЧ+1 42 
п-+] 
-- 9 ах? 4уЧ 427 +1 
ЭхРду7 27171 


Заменив теперь 9"'1у через 9/"+1, мы можем нанисать правую часть 
символически в виле: 


9" я У ка, 
Хр тату И (2:4 Ныб-Ны @] 
или т) 
у 4 п [97 37 Уд 
ь а 
(“+ ат) [еее]. 


Таким образом мы будем иметь, при сохранении прежних условий, сим- 
волическое равенство: | 
В (п+1) 
42 . 


Е № 
+1) — а ду- 
о (ы ху 752 


/ 
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Примечание. Предположим, что мы получили каким-нибудь образом вы- 
ражение полного диференциала 4: 


4% = Рах-|- Оду-+ Ю 42, (17) 
где Р, О, Ю суть функйни от х, у, 2. Так как, по определению, 
Чо —— де у 9 
9х ду 92 
то отсюда мы имеем соотношение: 


до /до д» . 
® -Р) а. фо) а < Ю) 42=0; 
9х ) "т (>, 0) Ут (., ы р 


но 4х, 4у, 42 суть, по условию, какие угодио постоянные. Поэтому должно быть 
отдельно 


р 0 №4. (18) 


Таким образом уравнение (17) равносильно трем отдельным соотношениям (18) 
и дает нам все три частных производных первого порядка. Вообще, если мы 
нашли каким-либо образом полный диференциаа я-го порядка 


Что —= УС ра, ЧХР 49 а’, 
то коэфициенты С», будут равны частным производным и-го порядка от о. 
умноженчым на некоторые определенные числовые множители. Таким образом 


мы сразу получим все частные производные одного и того же порядка. Ниже мы 
встретим приложение этого замечания. 


24. Высшие диференциалы сложной функции. Пусть будет 
® = (и, 9, 9} 


сложная функция, где и, ®, суть функции независимых переменных 
х, у, =, #; напишем выражения частных производных первого порядка: 

30 ЭР 9Едю | эРдш 

д ими да Рю дх ' 

дю _ эРди 9Рдо 9Е дм 

ду иду Гу Гюду' 

ао Эри | ЭР | эРош 

32 4% Руа» Ги 92’ 

эю ЭРди Ро, ЭР ош 

деи 5 Рю м Раю 


Умножая эти четыре уравнения соответственно на ах, 4у, 42, АЁ ин скла- 
дывая, получим в левой части: 


99 0 90 90 
а а 42 - а 
к Ну ие РЕ 9 
` а 1 к коэфи ты п г ЭР будут соответ 
т, е. 4%, тогда ка озфициенты приз”, 7, 5: 0} ут с 


ственно равны 4и, 45, 4; отсюда 


9 1 
4 =— 
[62 


эЕ ЕР 
и Ро а. (19) 
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Таким образом выражение полного диференциала первого порядка от 
сложной фуныции будет иметь тот же вид, как если бы посред- 
ствующие функции были независпмыми переменными. В этом состоит 
одно из главных преимуществ диференциального обозначения: соотно- 
щение (19) не зависит ни от числа, ни от выбора независимых пере- 
менных, и оно равносильно стольким различным соотношениям, сколько 
в него входит независимых переменных. 

Чтобы вычислить 42%, мы приложим правило, только что установ- 
ленное для 4, заметив при этом, что в правую часть формулы (19) 
входят шесть посредствующих функций и, т, , аи. ао, ам. 

Поэтому имеем: 


Е УЕ Ут 
20 — 4+ = 4? 
429 Бия 94 Га 55 Чи р, > 4и У Ген -- 
‚ 92ЕР 5?Е м й р 
из Чиао -—-. х 5 49? + ее 
°°Р д 


-- ай —— Га а Г но — | вы, 
Я из +; на "+, 
или, сделав приведение и а прежним символическим обозначением = 
. (2) эр ‚ 9 
по - = ро о 
й 


Эта формула сложнее, чем в том случае, когда и, 9, ® были неза- 
висимыми переменными, так как в нее входят члены с 42и, 49, а*®. 
которые исчезают, если и, 9, 4 обращаются в независимые переменные.. 
Чтобы получить 438, нужно снова приложить то же самое правило 
к 42%, заметив, что 42% зависит от девяти посредствующих функций 
и, о, в, ди, 4, аш, и, 42%, а? и т. д. Общее выражение этих дифе- 
ренциалов становится все более и более сложным: 4” есть целая функ- 
ция от аи, аъ, 4%, 4?и,..., аи, то, 47%, и члены. содержащие “и, 
ап, пи, равны Е Е Е 

у 7 "71. _ Пти 
м аи "уу ао -- _— а". 


9х 


Если в 4% мы заменим и, т, м, аи, 4%, 4@в..., их выражениями через 
независимые переменные, то 47% сделается целым многочленом от Ах, 
ау, 42,..., коэфициенты которого будут равны (см. примечание к $ 23) 
частным производным и-го порядка от %, умноженным на некоторые: 
числовые множители. Таким образом мы сразу получаем все частные 
производные н-го порядка. 

Положим, например, что нам нужно вычислить частные производ- 
ные первого и второго порядка от сложной функции ® —/(#), где к: 
есть функция двух независимых переменных и = (х, 5). Если мы бу- 
дем вычислять эти производные отдельно, то сначала найдем две част- 
ных произвэдных первого порядка: 


90 _ 904 д ди. 
эх що’ у м’ 


(20); 


58 ГЛАВА П. ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФЕРЕНЦИАЛЫ $ 24—25 


если от этих уравнений мы возьмем производные но хин по у, то по- 
лучим только три различных соотношения, которые далут производные 
второго порядка: 


0 _ Уо ди \? 3 92и ] 
д 9 9х / Г да? | 
0 _ фоди ди 9% 92 | 
| 
] 


аку ди деду ит. дхзу (21) 
Фо _ 920 (> ) д 9? 


о’ 


ду ды? ду. ди ду? 
второе из соогношений (21) получается от диференцирования первого 
из уравнений (20) по у или второго по х. При помощи полных дифе- 
ренциалов эти иять соотнолнений (20) и (21) могут быть заменены 
только двумя: 


ао = аи, | 
м Р.Г (22) 
40 —=—— Чи? — а?и; 
и? ди ] 


ди ди , 
если заменить в этих двух формулах Фи через уе ах -|- > 4у, 4?и че- 
ы у 


971 Уи ди 


рез с ду я 4у?, то коэфициенты при ах и ау 


| 
эх 4х Чу 


в первой формуле дадут нам частные производные первого порядка от ®, 
а коэфициенты при 4х?, 24ха4у, ау? во второй дадут в свою очерель 
частные производные второго порядка от ®. 

25. Дифереициал произведения. Формула, дающая полный диферен- 
цнал л-го порядка от сложной функции, значительно упрощается в не- 
которых случаях, часто встречающихся на практике, Пусть, например, 
нужно найти полный диференциал и-го порядка от произвеления двух 
множителей ®==и-9. Для первых значений п мы имеем: 


ао =оди--иао, Фо =о фи --З4о ди и а?%,..,; 


по самому закону образования этих диференциалов видно, что мы бу- 
‚цем вообще иметь: 


Чт == ити С, Чи "и -- С, Фо 4" и --...-Р на", 


где С, С,,...- целые положительные числа. Можно было бы пока- 
зать последовательно, что эти коэфициенты тождественны с коэфициен- 
тами разложения (а 6)"; но это можно сделать более изящным спо- 
собом, пользуясь следующим приемом, применимым ко множеству 
вопросов подобного рода. Заметим, что числа С,, С.,..., С»... не 
зависят от свойств функций и и т; поэтому достаточио определить эти 


атисла для какого-нибудь одного частного вида этих функций, Возьмем 


$22 6 П. ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ОБОЗНАЧЕНИЕ 59 


для этого и==е*, ое", где х и у — независимые переменные; мы бу- 
дем иметь: 
® —- ет, 49 — “17 (ах -:- ау). -:у 4‘ == е” т? (4х + ау)", 
Чи == е* 4х, и ==е“ах?,... 
ди ву ау, Фо=е 4у?,... 


Общая формула после разделения на с**У обращается в 
(4х + ау)" = ах" -- С, ау ах" 1 С, ау? ах? |1... ау". 


Так как 4х и Чу произвольны, то мы должны иметь: 


с, с" О сти. - ПРО 


— 7:4: 


1.27 1.2...р 
н следовательно, общая формула имеет вил: 


—1 
Ч" (ио):- о ти -- т 49 4" —— Оо Фи... + иа"у. (23) 


Эта формула приложима при всяком числе независимых переменных; 
в частном случае, если и и х будут функциями только одного перемен- 
ного х, то, разделив (23) на 4х”. мы получим выражение производной 
л-го порядка от произведения двух множителей. 

Формулы, аналогичные формуле (23), существуют и для любого 
числа множителей. 

Их можно вывести таким же способом. 

Формула для 4^ю упрощается также в том случае, если посредствую- 
1цие функции и, 9, ® булут целыми линейными функциями независн- 
мых переменных х, у, 5. 


и—ах --6у | с2 --} 
1 


р д р ' р! 
о 7 ^ ах ИЗ ии - Е т. 
= Их бу-нса- Л, 


гле коэфициенты а, а’, а”, $, #',... постоянны. Мы имеем: 


Чи-==а 4х 1-6 ау--с а2, 
Чи —а' ах Ы ау-- с'а2, 
ди а ах-- вау с'а2. 


и все дифереициалы 4“и, 4"о, 470 прн п > равны нулю. В этом слу- 
чае формула для 4“® будет такою же, как если бы и, 9, 0 были неза- 
висимыми переменными: 


(п) 
( Чи 37 Чу - и ао) . 
9 ди 9 


26. Однородные функции. Функция $ (х, у, 2) называется олнород- 
ною функциею 21-Й степени, еслн имеет место тождество; 


9 (Ех, Пу, 2) ==" (х, у, 2). 
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Примем на время, что переменные х, у, 2 имеют определенные зна- 
чения, и будем рассматривать Ё как единствениое независимое пере- 
менное; полагая 

Их Фу, Е, 


мы можем представить предыдущую формулу в виде: 
$ (и, 9, 9) = "о (х, У, 2). 


Приравняем между собою диференциалы и-го порядка от обеих 
частей этого равенства. Замечая, что и, 9, суть линейные функции 
от фи что 

4и=х 4 а42—=у4., а = 24 


мы получим на основании замечания в конце 6 25 и после сокрашения 
на общий множитель аЁ: 


9 1%. м" т Ш— пер : 
(+5 РУ в ==и(т — 1)... (типо (х, у, =). 


Если теперь мы положим #=1, то и, ®, и обратятся вх, у 2 и 
любой член раскрытой левой части последнего равенства 


9"ф 
— ХРуЧ2г 
рат зовут У 
обратится в 

р т 


А хр. 
297 уху" ^ 9? 


Таким образом мы иридем к символическому равенству: 


91, =)" = — — 
( эх ТУ уг —т(т— 1)... (т — я По(х, у, 2), 


которое при и —=1 переходит в известную формулу: 
д 8 3: 
т.ф (х, У, гк + УР -Р. 


Различные обозначения. Мы имели три различных обозначе- 
ния для частных производных различных порядков от функции многих 
переменных: обозначения Лейбница, Лагранжа и Коши. Общий недоста- 
ток этих обозначений — нх сложность, особенно заметная при сколько- 
нибуль значительных вычислениях. Поэтому были придуманы различные 
более сокращенные обозначения. Одно из наиболее употребительных. 
обозначений для частных производных первого и второго порядков от 
функции двух переменных принадлежит Монжу (Мопое): если 2 есть 
функция двух переменных х и у, то полагают 


__ 92, 92 р 972 6 — 922 __ 922. 
о Та я’ у, зу’ 
тогда полные диференциалы 42 и 422 выразятся следующим образом: 


а2==рах -- вау, 
2: — г ах? 95 ахау ау”. 
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В настоящее время входит в употребление также следующее обозна- 
чение. Если 2 есть функция какого нибудь числа п независимых пере- 


менных хх, х.,..., Х,, То полагают 


уч ту 
В ИТ 


причем некоторые из указателей а, @а.,..., а, могут быть и нулями. 


я 


Приложения. Пусть будет у-=Х(х) уравпение плоской кривой С, отне- 
сентой к прямоугольным осям координат (черт. 2а}. Касательная в точке М (х, у} 
к этой кривой будет иметь уравнение: 


У У-=У(Х— м, 
Нормаль, т. е. перпендикуляр к касательной, проведенный через точку касания, 


будет иметь угловой коэфициент — з” следовательно, уравнение нормали будет: 
й , `® _ 
(ИУ) 0. 


Пусть будет р оскование ординаты, Ги М№--точки пересечения оси х с ка- 
<ательною и с нормалью; длина › № называется под- 
пормалью, РТ есть подкасательная, ММ — нормаль #9 
и МТ — касательная. 
Из уравнения нормали мы паходим для абсциссы 
точки № значение х-- уу, что показывает, что под- 
иормаль равна == уу’. Если условимся прицимать за м 
поднормаль длину РМ, взятую с ее знаком, т. е. брать 
знак -- или —, смотря по тому, совпадает ли направ- 
ление от Р к М с положительным или с отрицатель- 
ным направлением оси х, то ноднормаль будет равна 77 р 
уу’, как бы ни была расположена кривая С относи- 


тельно осей координат. Точно так же подкасательная 

Черт. За. 

РТ равиа —*.. рт. = 
У 


Что касается длин ММ и МТ, то из прямоугольных треугольников МРМ 
и МРТ имеем: 


У ия з К 
ММ—=Р МР“ -- РМ№ = уут-+ у, 
МТ У м + р == „ИГРУ, 


Мы можем искать кривые, для которых между этими четырьмя длинами 
имели бы место заданные соотношения. ПНоищем, например, все кривые, у кото- 
рых поднормаль постоянна и равна данной длине а; это приводит к разысканию 
всех функций у = {(*), удовлетворяющих условию уу’==а. Первая часть этого 

9 


равенства есть производная от р ‚ а вторая — от ах; поэтому эти две функции 


могут разниться только на постоянное, и мы получаем: 


м=2ах-+- С 
— уравнение параболы, имеющей ось главною осью. Точно так же, если мы бу- 
дем искать кривые, у которых постоянна подкасательная, то придем к уравнению; 
1 


у а’ 
отсюда 
х 


шу== 7 -- а С, или у—= Се“ 
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— уравнепие трансцендентной кривой, у которой ось х-ов служит асимитотою. 
Чтобы найтн кривые с постоянною нормалью, мы должны рассмотреть уравние- 
ние уи1Т-у?— а; его можно представить в виде: 


Е 
Левая часть есть [производная от -- | а2 — у?, ин потому мы находим: 
урон 
— у — = С, 
са 


— уравнение окружиости с радиусом а и с центром на оси Ох. 

Кривые с постоянною касательною суть трансцендеитные крввые, и мы их 
изучим позднее. 

Пусть будут, далее, у-=}(х), У==Р (а) уравнения двух кривых, а Ми М’ — 
две соответствующие точки этих кривых, имеющие одну н ту же абсциссу х. 

Для того чтобы поднормали к обеим кривым в соответствующих точках имели 
одну и ту же длину, необходнмо и достаточно, чтобы 


УУ! = = уу, 


ли 


откуда УЗ — -= у? -- С; двойной знак происходит здесь оттого, что поднормалн 
могут быть направлены или в одну сторону или в противоположные. Предыдущим 
соотношениям можно удовлетворить, ноложив: 


—_ [22 № 2_ 2х2 
у = и (22 — 42), — =, 
или 
2 ба у 8 
У: аз (5? — а), У?—= а’ 


откуда получается простой слособ построения нормалей к эллипсу и гиперболе. 

27. Формула Тейлора для функций многих переменных. Пусть будет 
® —=/(х, у, 2) функция трех переменных; будем нскать разложение 
Их--в, УЕ, 2+1) по степеням Й, А, [, соединяя в одну группу 
члены одной и той же степени. Коши приводит эту задачу к преды- 
дущей следующим искусственным приемом. Дадим х, у, 2, Й, А, [ по- 
стоянные значения и положим 


Ф(8) =У(х--Ь У--АЬ 2-Е Ц), 


гле {Е — вспомогательное переменное. 

Функция $ (1) зависит только от одного независимого переменного #; 
если мы приложим к ней общую формулу Тейлора © остаточным чле- 
ном, то найдем; 


2 2 и 
$ (0 =:9 (0) -|- 790) 5% (0)... 
(и) ЗН п +1)(0 
и ти о 09, (24) 


где $ (0), ч' (0),..., $“) (0) представляют значения функции ф (1) и ее 
производных при Ё =0, а 4+1 (01) — значение (п-|-1)-й производной 
при значении 0#, причем @ заключается между нулем и единицею. Но 
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мы можем рассматривать $(#} как сложную функцию от $, $(#) = (и, т, }, 
причем посредствующие функции 

и=х-- 1 оу =е-Н 
будут линейными функциями от 2. По 8 25 выражение диференциала 
т-го порядка, @"ф, будет такое же, как если бы ни, т, ® были неза- 


висимыми переменными; таким образом мы получаем символическое 
равенство: 


то (У ды в) [9 ве Мк М 
ди 49 дм ? 


ви фо Ас) 


или, разделив на аи: 


[22 
ие = (5% ИА У | . 


Ас) 


Ирн Е=0, и, $, ® обращаются соответственно в х, у, 2; пользуясь- 
прежним символическим обозначением, мы представим предыдущее ра- 
венство при 2 =0 в виде; 


пенни 


92 <, 


Точио так же будем иметь: 


(И 
0"+1(08) == (3 р "Е. и 1 м ') . 


причем в последней формуле после разложения х, у, = должны быть 
соответственно заменены через 


ХЕ У, 2-00. 
Полагая теперь в формуле (24) {—1, получим: 


-- УВ, 2-х, у, 9) (2 *- | в +571)... 


1 81 9; 8/ № 
[А уе д /] ГА (25) 


Остаточный член А, имеет выраженне: 


1 з 51 эл \ "+ 
Ю,== Тв в— и! , 


О ы ду 
причем после раскрытия символа х, у, & ДОЛЖНЫ быть заменены через 


Сб, У-- 0, 2-0. 


Формула (25) внолне аналогична общей форыуле (5). Если прн лан- 
ных значениях х, У, 2, Й, Е, { остаточный член стремится к нулю при 
неограниченном возрастании и, то мы будем иметь разложение в ряд 
функции У(х-Р И, УЕ, =--1), причем все члены этого ряда будут 
однородными многочленами по й, А, [/. Но вообще, по выраженню 
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м: 
[= 
—1 


для А, очень трудно определить, когда этот остаточный член стре- 
мится к нулю. 

Из формулы (25) можно вывести тахие же следствия, какие в случае 
одного независимого переменного мы получили из формулы (5). Напри- 
мер, пусть будет 2==У(х, У) уравнение поверхности $. Если вблизи 
гочки (х,, У) функция Г(х, у) непрерывна вместе со своими частными 
производными до некоторого порядка, то по формуле (18) найдем: 


91 91 
РВ, зо 9-Е (ИН ®) - 


ив - | 


1.2 \ 9% | ЗУ =. ..-- Аи. 

“Ограничиваясь в правой части сначала двумя первыми членами, нотом 
тремя и т. д., мы получим уравнение плоскости, затем уравнение пара- 
болоида и т. д.; вЭлизи точки (^5, Ус) все эти поверхности судут очень 
мато различаться от рассматриваемой поверхности 5. Эта плоскость 
‚будет не что иное, как касательная плоскость; точно так же из всех 
параболоидов, представляемых уравнением вида 


2 =. Ах? -|- 2Вху-|- Су? 2)х-- 2Бу + Е, 


этот параболоид вблизи точки (хо, У‚) будет.” иаиболее приближаться 
к поверхности 5. 

Формулою (25) пользуются также при разыскании предельных зна- 
чений функций, принимающих неопределенный вид. Пусть будут Х(х, У), 
$ (х, У) две функции, которые при х=а, у=Ь одновременно обра- 
щаются в нуль, но остаются непрерывными вместе со своими частными 
производными до некоторого порядка вблизи этой точки х-=а, у=. 
Найдем предел, к которому стремится частное 


/(х, У) 
Ф(х, У)’ 


‘когда х и у стремятся соответственно кан В. Предположим сначала, 


‘что четыре производных первого порядка У 5 9 9: не равны 
да’ 96’ 39’ 9 
‚одновременно нулю. Мы можем написать: 


давуль _* (551 :) | в (57 - =) 


Фа, У, (2 +5) | век). 


причем в, =, #., Е, стремятся к нулю вместе с й и А. Еслн точка (х, у} 
‚стремится к (а, 6), то й и № стремятся к нулю; предположим, что 


отношение „_ стремится прн этом к пределу а, т. е. что точка (х, у) 


‘описывает кривую, имеющую в точке (а, 6) определенную касательную. 
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Разделив оба члена предыдущего отношения на Й, найдем, что дробь 
У(х, У) 


имеет пределом 
Ф(х, У} 


Мы видим, что предел этой дроби, вообще, зависит от @, т.е. от того, 
каким образом переменные х и у приближаются к своим пределам 
аш. Этот предел не будет зависеть от а только в том случае, если 


97 39$ 9/ 9. 


аа 5 6 о 
чего, вообще, не будет. 


5 9 9 9$ 
34а’ 96’ 3’ 960 
нулю, то, взяв в формуле (18) члены второго порядка, получим: 


2 5! | 
а-ев, в-— (= ) +2(; 36 еее (ы- =) 
о (а-- и, та = т р 99 на (9 А, 

да 2 ар Г“! А 562 | )* 


5, 2 ‚ = — бесконечно малые количества. 


Если при х==а, у-=6 все производные 


равны 


Ё 
Обозначая попрежнему предел отношения 7 Через 2, найдем, что 
й 


предел рассматриваемой дроби будет: 


92} 2 9°у . 
2 ра ве? 


этот предел, вообще, не зависит от 4. 
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28. Способ определения новых функций. Функции, изучаемые в эле- 
ментарном анализе, суть функции рациональные и иррациональные, по- 
казательная функция и логарифм, функции круговые и их обратные 
и те, которые получаются их комбинациями. Все эти функции имеют 
производные любого порядка, которые вычисляются с помощью известных 
правил. Можно определить бесконечно много новых функций посрел- 
ством перехода к пределу. 

Пусть будет Х,{х) функция переменного х, определенная в интервале 
(а, 6), зависящая, кроме того, от целого положительного числа и. Да- 
дим х определенное, но произвольное значение в интервале (а, 6); если 
соответствующее значение },(х) стремится к пределу при неограничен- 
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ном возрастании л, то это предельное значение, вообще изменяющееся 
вместе с значением, приписанным х, само есть функция от х, которую 
мы обозначим через Р(х), и мы напишем: 


Ех > тп Л, (х), (26) 
= © 


НИИ, прош: 


Е (х) = Ни, (х 


Важно заметить, что функция Л, (х) может быть непрерывной функиией 
от х, каково бы ни было п, между тем как предел Р(х) не обладает 
этим свойством. Возьмем, например, 7, (х) = хт, полагая 0 = л = 1. Эта 
функция непрерывна в отрезке (0,1), каково бы ни было л; если п 
неограниченно возрастает, то мы имеем Ишх”=0, когда хх 1. 
и Нил”"==1, если х =1, Таким образом прелельная функция Р(\’ 
разрывна при х =1. 

Возьмем еще 


род . 
Л = хе 0: 
предел Е(х) равен --Ё при х< 1, он равен -—1 для х | и нулю 


при х= 1. Точно так же предел (1 -[- х?)7” равен нулю. если х отлично 
от нуля, и равен единице при х==0. 
Пусть №(х) — непрерывная функция, имеющая пределом непрерывную» 
функцию Р(х). Еслн Л,(х) имеет производную /,(х}. то из равенства 
т А, (х) = Р(х) 


еще нельзя заключить, что также 


Нт У’ (х)== 2" (х). 


1 
Пусть, например, Л (х) == х?---, предел Р(х) равен ›х 
у . ыя , | 


Производная У” (х) равна нулю, каково бы ни было ля, при х =0, в то 


время как Р(х) не имеет производной при этом значении х. Точне 
$1 и | 
так же функция Х (х) = ——— имеет пределом Р(х)==0; производная 
п 
6" (х) тоже равна нулю, между гем как 1" (х) ==с05их не имеет пре- 
дела, когда п неограниченно возрастает. Если воспользоваться геометри- 
ческим представлением, то эти свойства предельной функции в обоих 
примерах станут совершенно очевидными *. 


* Пусть [, (х) —= [с0$ ("И пх)]2, где т есть определенное положительное целое 
о. Мы имеем фт (х) == Нш}, {х) =1, если произведение 29! х есть целое число 
м, т (х) ==0, если это произведение не является целым числом. Все точки 


х = Зуй суть точки разрыва для ф„(х). Предел 9 (х) есть функния Дирихле: 
$@®) = сит { Шт [оз (и хи, 
= 9 п= о 


которая равиая елиниие при рациональном значении х и нулю при х иррацие- 
нальном. 
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29. Равномерная сходимость. Пусть },(х) — функция, стремящаяся 
в интервале (а, 6) к пределу Р(х), когда п неограниченно возрастает. 


1 
Разность 8, (х) =Р(х) — }(х) стремится к нулю вместе с —; мы будем 
п 


говорить, что Х,(х) стремится равномерно нли сходится равномерно 
к 2(х), если любому положительному числу = можно поставить в со- 
ответствие такое целое число №, что для всякого значения и, равного 
или большего №, выполняется неравенство: 

15, (х) [< =, 
причем это неравенство должно иметь место для всех значений х 
в интервале (а, 4). 

Условие, что число № не зависит от х, а зависит только от &, 
существенно в этом определении. Для каждого значения х в интервале 
(а, 6) наверное найдется такое целое число №, что |6„(х}| бунет 
меныше =, если я №,; но ничто не убеждает нас а рйой в том, что по- 
добное число №, сколь болышим мы бы его ни предположили, может 
удовлетворить этому условию для всех рассматриваемых значений х. 
Чтобы убедиться, что это не всегла так, достаточно взять какую-либо 
из функций, приведенных выше, например функцию х”. Если мы пред- 
положим О=х< 1, то разность 8,(х) по абсолютной величине 
равиа х”. Чтобы 0,(х) стремилось к нулю равномерно, необхо- 
димо существование такого целого числа Л, что, каково бы ни быль 
положительное число =, неравенство х”<= было бы выполнено для 
всех значений х и п, удовлетворяющих условиям 9% х< 1, п М. 
Мы должны были бы иметь, в частности, ХМ < Е и, следовательно, 

1 
х< =" для всех положительных значений х, меньших единицы; но, 
как бы велико ни было М, если мы предположим < 1, тут чиста, 


— 8 
заключенные между 2 и единнцей. Точно так же функция и = 
стремится равномерно к единице, когда х заключено между нулем и 
единицей, так как разность 6,(х) болыие, чем х". 

Рассмотрим еше выражение: 


7. (х) == пхе `"^", 


предел которого при бесконечно большом п есть Р(х}==0. Это вырз- 
жение пе стремится равномерно к нулю ни в каком отрезке, заклю- 
чаюшем значенне нуль, например в отрезке (0,1). В самом деле, оно 


п } 
равно —— при х== -——; следовательно, во всяком отрезке ‹0,Й), 
е . 


сколь бы мало ни было положительное число й, оно может принимать 
значения, которые неограниченно возрастают вместе с п. 

Следующие предложения разъясняют важиость этого определения 
равномерной сходимости. 

А. Если непрерывная функция Г,(х) стремится равномерно к пре- 
делу Е(х} в некотором интервале, то предельная функция Е(х) есть 
также функция непрерывная в этом интервале. 
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Пусть будут хи х--Ё два значения переменного в рассматриваемом 
интервале (а, 8); из равенств: 


Вх) ==, (м) 8, (х), Р-Н) =) 6, (А) 
мы посредством вычитания находим: 
Вх) — Р-Н Р-Н, НВ) — 8, (х). 


Так как Х, (х) стремится равномерно к ЛР (х}, то можно взять п до- 
статочио большим, чтобы абсолютная величина 9,(х) была меньше на- 
перед заданного положительного числа $, каково бы ни было значение х 
в интервале (а, 6). Выбрав указанным образом число п, мы можем, 
так как функция /,(х) непрерывна, найти другое положительное число \ 
такое, что неравенство |й|<1 влечет за собой неравенство: 


(хе ”) — Л (х в, 


гле хи х--# суть значения, заключенные в интервале (а, 6). Разность 
ЕР(х-#) —Е(х) есть сумма трех членов, по абсолютной величине 
меньших ё. Следовательно, мы имеем и подавно: 


12 (х-- #) —2(х)| < 3 


ири условии |#|< 1; так как = — произвольное положительное число, 
то Е(х) есть непрерывная функция в интервале (а, 2). 

В. Если непрерывная функция У,(х) имеет пределом Е(х) и если 
производная Л, ( х) стремится равномерно к некоторой функции Ф (х), 
то эта функция Ф(х) есть производная функции Е(>х). 

Положим для краткости /,,„(х) — Л, (х) =Ах, где и и р — два целых 
положительных числа. Мы иокажем сначала, что можно выбрать п до- 
статочно большим, чтобы, каково бы ни было р, абсолютная вели- 
чина А’х была меныие заданного положительного числа $ при всяком 
значении х в интервале (а, 6). В самом деле, мы имеем: 


АЕ, (Л, 69 = 1Ф (9) АО ФЛ 


так как Л, (х) равномерно стремится к Ф(х), найдется такое целое по- 
ложительное число № что для И > М абсолютная величина разности 


с 


' © 
Ф (х) — 1, (х) будет меньше 7 В© всем интервале. То же можно ска- 


с 


зать и об абсолютной величине разности Ф (%) — Л. „(х), каково бы 


ни было положительное число р, и, следовательно, абсолютная вели- 
чина А’(х) булет меньше & во всем интервале (а, 6). 

Выбрав целое положительное число п так, чтобы ирелшествующее 
условие было удовлетворено, мы можем, далее, написать, обозначая 
через х и х--Й два произвольных значения в интервале (а, 6): 


дре-Е В) о ЛХ В) Ая, — 4, 
или, применяя формулу среднего значения к разности &(х--й) —А(х): 


ных Ей) р (х) = (и) — Л, (9 («+ 01) (0691. 
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Предположим, что число И в этом соотношении остается постоян- 
ным, а число р неограниченно возрастает; тогда левая часть имеет 
пределом Р(х-- 1) — Е (х). Что касается члена А'(х- №), то абсолют- 
ная величина его предела не может превзойти &, так как число и взято 
намн соответствующим образом. Мы получим, следовательно, разде- 


лив на Й: 
Р(х -- и — Е(х) — х- ил НХ (х, й), 
где абсолютная величина А (х, й) не превосходит =; отсюда 
-- (У, ©) —Ф&«-ЕЖ(, #). 
Абсолютная величина разности Л, (х) —Ф(х) меньше 5 и, следова- 


. . . , 
тельно, меньше г. С другой стороны, так как /,(х) есть произвол- 
ная 7, (х), можно найти такое положительное число \, что 


Пе нь 


при условии |[#|<\, причем х есть онределенное значение в интер- 
вале (а, 6). Таким образом мы будем иметь для всех этих значений И: 


Ех й) — Е(х) _ 


у ©) |< 3%, 


н, следовательно, ЁР(х) вмеет своей производной Ф (х). 

30. Равиомерио сходящиеся ряды. На основании замечания, приве- 
денного выше (5 5), предел сходящейся последовательности может быть 
определен как сумма некоторого сходящегося ряда, и обратно. Слело- 
вательно, определение функции Р(х) как предела последовательности 
функций 7, (х), когда п неограниченно возрастает, равносильно опреде- 
ленню ее как суммы сходящегося ряда. В самом деле, соотношение 
Е(х) = ИшрХ, (х) эквивалентно равенству: 


Ех) == Л (х) [Л ^)— д. Е ЛУ... , 27) 


которое выражает, что ряд, стоящий в правой части, сходится и имеег 
суммой Р(х). Обратно, если дан сходящийся ряд: 


Ш (х} | и; (х) |... | и, (х) `’.’ (28) 
то сумма Р(х} этого ряда есть предел суммы 
$ (==... На,, 


когда п неограниченно возрастает. Посредством функций /,(х), приве- 
денных выше, можно, следовательно, построить ряды с непрерывнымн 
членами, суммы которых будут разрывными функциями. Например, ряд 


хх (Хх... "(Хх -..., (29) 
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сходящийся в интервале (0,1), представляет функцию, разрывную при 
х==1. Точно так же ряд: 


1х 1—2 1-х м 1х1 
Г роены —- 1] | ^^ __ - . 
Е(х) [Ех (Ея Ех) т... 7 (= ЕЯ... (30) 


имеет правильный разрыв при значенин х=—1. В самом деле, 


Сумма ряда 
х? д? х? 
| Е... Ы 
го Рая Татии ии 


общий член которого может быть представлен так: 
1 1 
(ЕЕ 2) ха)" › 
представляет разрыв другого рода, так как его сумма равна нулю при 
Хх —0 и равна единице ири всяком другом значении х. 
Рял 
хех) Ч. НЕА)" -Р... 


сходится в интервале (—1, -|-1). Сумма равна нулю при х==0 и 
равна -. при х, отличном от нуля. 
х 


Разность между суммой Р(х)схолящегося ряда (28) и суммой 
$, (х) в-|--1 первых членов этого ряда равна сумме А,(х) ряда, ко- 
горый мы получаем, отбрасывая этн члены: 


К, (х) — И)... 1 (х) -- Ио (х) + ... (32) 


Ряд называется равномерно сходящимея в интервале (а, 8), если 
сумма 5, (х} равномерно стремится к Р(х) в этом интервале, т.е. если 
любому положительному числу е можно поставить в соответствие такое 
целое число М, что для всякого значения я >= № абсолютная величина 
Ю„(х) остается меньше = во всем интервале (а, 6). Теорема А при- 
водит тогда к следующему предложению: 

Сумма ряда, равномерно сходящегося в интервале (а, 6), члены 
которого суть непрерывные функции переменного в этом интервале, 
самл есть функция непрерывная *. 

В самом деле, сумма 5,(х) произвольного числа членов ряда есть 
функция непрерывная, если все эти члены непрерывны. 

Теорема В в применении к рядам приводит также к вовому иред- 
ложению. 

Если ряд с непрерывными членами сходится в интервале (а, 6) и 
если ряд, образованный производными членов первого ряда, равномерно 


* Высказанное условие только достаточно. Аххеа дал условие, необходи- 
ое и достаточное для того, чтобы ряд с пепрерывными членамн представлял 
непрерывную функцию (см. Е. Воте|, 1.ес01$ иг 1ез ТопсНопз 4е уацабез 
тбеПез, стр. 42). 
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сходится в этом интервале, то сумма второго ряда представляет 
яроизводную суммы первого ряда. 
В самом деле; пусть Р(х} и Ф (х) — суммы двух рялов: 


Вх) = и (х) и, (м)... и, (м) -..., 
Ф(х) == и, (ху (Хх)... и (х)--... 


Сумма „+1 первых членов второго ряда равна производной суммы 
$,„(»х) первых п--1 членов первого ряда. Мы имеем, следовательно: 


Р(х) =Нт 5, (х), Ф(х) = Шт 5, (х); 


но, по предположению, $’ (х) стремится равномерно к Ф (х), так как 
второй ряд сходится равномерно. Мы имеем, следовательно, на осно- 
ванин теоремы В: 


Ф (х) =! (х). 


Из этих предложений видна важность равномерно сходящихея рядов. 
Следующее правило, часто применяемое, позволяет во многих случаях 
узнать, обладает ли ряд этим свойством. Пусть будет 


шо (%) -|- и. (х) +... и, (х)-... (33) 
рял с переменными членами; пусть, с другой стороны, 
и... +9... (34) 


есть сходящийся ряд, члены которого суть постоянные положительные 
числа. Если для всех значений а в интервале (а, 6) имеет место нера- 
венство |и„|=9,, каково бы ни было п, то первый ряд (33) равно- 
мерно сходится в этом интервале. В самом деле, ясно, что при лю- 
бом значении х в интервале 


И 1 (х) -- и, (х)--. .` 9 НЭ, -. ..` 
Г. С 


гле Ю, обозначает сумму ряда, который мы получаем, отбрасывая и- | 
первых членов ряда (34). Так как этот ряд (84) сходится, то можно 
найти число А достаточно большое, чтобы Ю, было меньше 2, когла 
п = М. Следовательно, мы будем иметь также для этих значений п 
`Ю„(х) [а во всем рассматриваемом интервале. 

Например, если и, 0,...,1 сохраняют прежний смысл, ряд 


нь... 
оо я о чн(ях) 
и зшх-... - о, $ (их) -|-... 

равномерно сходился во всяком инзервале. 


Примечанне. Иногда равномерную сходимость ряда определяют несколько 
нначе. Ряд называют равномерно сходящимся в нитервале (а, 5), если любому 
положительному числу = можно поставить в соответствне таксе целое число л, 
что сумма пронзвольного числа членов, пачицая © и; (^), 


Иа Е бир), 
оказывается по абсолютиой величипе меньше в каковы бы ни были положн- 
тельиое число р и значение х в иитервале. Нетрудно показать эквивалентность 
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обоих определений. Предположим сначала, что ряд сходнтся равномерно в силу 
определепия, даного выше, и пусть л-—такое положительное число, что абсо- 


лютные величины всех остатков К, (х), Юн, (х),..., Юлчр (х) меньше 5 во всем 
нитервале (а, 5). Ясно, что абсолютная величина суммы 

илни (Хх) -+.. Е \итр Кир (*) — Аи 
будет меньше = в том же интервале. Обратно, предположнм, что абсолютная. ве- 
личина суммы из (х) +... Нин. р(х) меньше 5 во всем интервале, каково бы 
ин было р; абсолютная величина суммы 


Ира (и) +... ира (4) 


будет меньше в, каково бы ни было положительное число 4, если р п. Отсюда 
мы заключаем, предполагая, что число 4 неограниченно возрастает, в то время 
как р остается постоянным, что абсолютная величина А, (х) меньше в интер- 
вале (а, 5), если только р >= п. Следовательно, ряд сходится равномерно в первом 
смысле этого слова. 

31. Непрерывная функция, не имеющая производной, В заключенне 
этой главы мы приведем данный Вейерштрассом пример непрерывной 
функции, не имеющей производной ни при каком значении переменного, 
Пусть будет $ постоянное положительное число, меньшее еднницы, 
н а — целое нечетное число. Рассмотрим функцию Р(х), равную сумме 
сходящегося бесконечного ряда: 


[© $) 
Е(х) == У р" со$ (а^пх). \35) 


п=0 


Так как этот ряд — равномерно сходящийся во всяком промежутке, 
то функция Р(х) непрерывна при всяком значении х. Если произведе- 
ние аб меньше единицы, то все сказанное о ряде (78) можно распро- 
странить и на ряд, составленный из производных от членов первого 
ряда; следовательно, функция Р(х) имеет производную, которая будет 
сама иепрерывной функцией. Напротив, мы покажем, что если произве- 
дение аб будет болыше некоторого предела, то Р(х) не будет иметь 
производной. 
Обозначим через 1 какое-нибудь целое число ин положим 


т— 


1 
$и== я у, В" {со [ап (х --й)] — со (а"пх)|, 


п=0 


©о 
Ю„-= * у, Ь” {сз [а7п (х + #)] — соз (а”пх}}. 


Тогда 


ЕВ) Р (А) 
+ р] == т Аш. (36) 


Применяя к функции 0$ (а7”пх} формулу конечных приращений, мы 
найлем, что абсолютная величина разности 


0$ [а^п (х-- #)] — с0$ (а”пх) 
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меньше па”|й|. Следовательно, абсолютная величина $, будет меньше: 
т-—1 


к у, апр" -—— п ат" —1 
т 8—1 


н=0 


р (ав)" 
1, тем более, меньше АР если аб > 1. Будем искать теперь ниж-- 
а — 


чий предел абсолютной величины Ю„, дав приращению Й некоторое 
частное значение. Мы можем представить а”х в виле: 


ту — Е 
ата, 


где Я„— некоторое целое число и В заключается между 


т 


1 
—5 н + .. 


г 


Положим 


1 
где е, равно --1. Так как 1.1 < 5» то ясно, что Й нмеет звак, оди- 


т 


‹ 


наковый со знаком ©„, и по абсолютной величине меньше бат 
При таком выборе числа Я имеем при я=т 

а"п (х -- #) = а”-"атп (х -- й) = 27" (а„-е,). 
Гак как а — число нечетное, и е„== 51, то произведение 


ап" (а ет), 
гле л>> 1, одинаковой четности с а„--1, и следовательно, 
с0$ [а”п (х + й)] -— (— 1$ 
Точно так же имеем: 
с0$ (а"тх) = с0$ (а^-"атх) _— сз [а^-”т (а„- „)| 
-= с0$ (4^-"а„ п) соз (4"-"& п). 


Так как число а“”-”Я„ одинаковой четности с &„, то 


т’ 


с0$ (а^пх) == (— 1)^» с0$ (а"-”& т). 


в 
Следовательно, мы получаем: 


— т--1 
р ыы р Усе (а”-"Е п). 


п=т 
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Так как все илены этого ряда положительны, то сумма этого ряда 
больше первого члена, следовательно, больше 65”, так как &„ заклю- 


1 1 
чается межлу —-; Н +5. Таким образом мы имеем: 
ы т 
К» > о ‚ 
й, 


2 
наи, принимая во внимание, что пт, 1Аж| > 5 (а6)". 


Предположим, что 
2 п (а5)*" 


— то 
о 


для чего числаан Ь должны удовлетворять неравенству: 


ав 1 ры (7 
Гогда соотношение (36) показывает, что 
6 —1 зп 
ав—1— = 
(Вх —Р(х) | | у —_ 2 я 2 
И О КИ пЬ 


Будем тенерь давать целому числу т все большие значения. Прн 
не ограниченном возрастании 71 правая часть последнего неравенства 
неограниченно возрастает, и вместе с тем Я стремится к нулю. Следо- 
вательно, как бы ни мало быто число в, всегда можно найти такое 
приращение й, меньшее $ по абсолютной величине, чтобы абсолютная 

Е(х 1) —Е(х) _ _ . | 
величина была больше всякого заранее данного числа. 
Таким образом, если соотношение (37) удовлетворено, то функция Р(х) 


не имеет производной ни при каком значении переменного х. 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Пусть будет 2-=}\®) уравнение плоской кривой в полярных коордниатах. 
Проведем через полюс О прямую, перпендикулярную к радиусу-вектору ОМ и 
пересекающуюся с касательною МТ и нормалью ММ. Требуется выразить раз- 
личные линки ОТ, ОМ, ММ, МТ в функции от } (5) и Г’ (9) 

Каковы будут крнвые, лля которых одна из этих линий постоянна? 

2. Пусть будут у={(%). 2=$%(х) уравпения кривой двойной кривизны Г; 
пусть № будет точка, в которой пормальнзя плоскость в точке М, т, е. плескость, 
нерпендикулярная к касательной прямой в этой точке, встречает ось 2, и Р — осно- 
вание перпенднкуляра, онущенного из точки М на О:. Каковы те кривые, для 
которых одна из линий РМ или ММ постоянна? 

Ответ. Эги кривые расположены на параболоилах вращения вли на сферах. 

3. Определить целый миогочлен седьмой степени } (х) по х, зная, что (©) ЕТ 
лелится иа (х— ПЪ а $} (%} — 1 па (х-- Бе Обобщить вопрос. 

4. Пусть будут Ри О два целых мпогочлена по х, для которых 


--- — ——- й 


Гор: орга. | 
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Тогда, обозначая через п целое число, будем иметь: 
_ йР _ _ пах _ 
ИРИ! фм’ 
Ответ, Диференцируя соотношение 
1 — Ра — (2 (1 -- д3), (а) 


- 2РР' --= 9 [20' (1 —- 47) — 204]; [) 


соотношение (а) показывает, что © первое с Р, а (5) —-что Г” делится на О. 
5. Пусть будет А (х) многочлеи четвертой степени, имеющий простые корни. 


Находим: 


и <-> уу — рациональная функция от /, удовлетворяющая соотношению: 


7869 =0 Е ИЕ, 


Р 
гле А (1) есть многочлен четвертой стенепи, и б- рациональная  фуикция. 


. [#. 
Показать, что функция 17 Удовлетворяет соотношению вида: 


где В — постоянное количество. [Якоби. | 
Ответ. Следует обратить внимание ина то, чю все корни уравнения 


® (у) —0, которые не обращают в нуль К, (#, должны обращать в нуль вы- 


` 


Чх 
` 

6. Производная я-го порядка функции от функции у -Ф(и, тде и есть 
функция независнмого переменного х, выразится в виде: 


зажение ЛУ’ — \’4(/', а следовательно, и 
$ 


пу А» : 
А Ив” (и) т... гу а} 
И хп 17 и РТ, (и) | ГГ. ( 
ге 
ати В паи Ё .(: " — у,  Чри* 
® ^ хп | Яхт т 19 Чл (ь 
, ) 
ити 
_- ПА-АДНЕ-Ь — И о 
г {-- ИА Ан И (© -12,...,9 
Заметим сначала, чго выражение нроизводной я-го порядка будет внда (а), 
причем коэфициенты 4,,4,....,А,„ це зависят от внда функнии $ (и). Чтобы 
ччолучить этн коэфиниенты, достаточно положить последовательно 


(и) ==, з (а) тли, ..., РИ) =” 


ин рениыь нолученные уравнения относительно коэфициентов А,,А,,..., А 
отсюда получаются значения (5). 
Производная л-го норялка от $ (\2} имеет выражение: 
4 (а) 
Ци 


“+ 


= (2) ебо а - пая — Ри фе - пала) 


„Е и О и 20 70 (> ое-араи-Р (и -.. 
. 7} 


.? 


.’ 


9) 


где число р изменяется от пуля до наибольшего целого чихла, заключающего ‘я 
п _ Е. 
во, и $(0 (22) обозначаст производную порядка { относительно 42. 


Приложеиие к функаиям е-^, атс зах, а а. 
у , о 
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8. Если мы положим х-—-с0$н, то получим: 


+ 
4т- 1 (1 А Т _ и_11-3-5 +. (2 —1) 
ахт-1 — ) т 


за та 


Юлинд Родриг (Овп4е Кодирце$) ] 
9. Полином Лежандра (Герелдте ): 


хе ар 
2 9.4.6... тат“ — 


удовлетворяет диференциальному уравненню: 


р 
Е р 7 (7-Е 1) Х,-=0; 


И— 42) 
вывести отсюда воэфициенты этого полинома. 
10. Четыре функции 
У: = т (п агс эт х), Уз == п (а агс с0$ х), 


Уз == с0$ (м агс $ х), у, =с0$ (п агс с0$ х) 


удовлетворяют диференциальному уравнению 
(1 — 2) у’ — ху + ту-=0. 


Вывести отсюда разложения этих функций в тех случаях, когла они прнвоя 
дятся к многочленам. 
11. Доказать формулу 
1 


| _- 
ап _- . ех 
Яхт (+-5) 210” НЕ 


[Альфан (Нарвеп).] 
12. Всякая функция 2: 4$ (>) ++ (>), каковы бы ни были функцин $ 
н $, удовлетворяет соотношению 
их -|- 25ду НЕ — 0. 


13. Функция = («РУ У («- У), каковы бы пи были функции $, %, 
удовлетворят соотношению 
г 25 + Ё0. 


14. Функция 2} [х [3 ()], каковы бы ни были фуинкцин { и +, удовлее 
творяет соотношению 


5 — 9" 
15. Функция 2 == х”ф (>) -- у (>), каковы бы ни были функции в и%, 


удовлетворяет соотпошению 


па? -- 25ху -- у? -- рх -- 9У-= пи. 
16. Функция 


ух — аа [фз (| х— 4)... фа, 0, 
где ф, (<), $2 (х),...,$„ (х), а также и производные $1 (%), в (х), о, (х) суть 
функции непрерывные имеет производную, прерывную при значениях 


а, Чо, ..., @н. 
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-— |7. Найти соотношение между пронзводными первого и второго порядков 
по д, ха, дз от функцин 2== (ли, и), где и-=ф (хо, хз), количества ху, ха, дз суть 
три независимых переменных, а } (хи, и) и $ (4, хз) — две пронзвольные функции. 
18. Пусть будет }(х) какая-пибудь функция отх и }'(х) ее производная. 

1 | 


Положив и-= [9] 2, = Оо %*, будем иметь: 
Ти 1 
и 4 оалм` 


- 19. Производная я-го порядка фуцкции от функции н- =® (у), где у== 47 (х), 
имеет вид; 


п _ п! р, ($! \: 4 Г 4" р НИ к 
2%=У ля о (-) 1.5) Газ) °(Г2...1/’ 
иричем знак У должен быть распространен иа все решения в целых и положи- 

тельных числах уравнения 5-27 — Зи... + #=—н, а р равно 
ЕН... НА. 
{Фаа де Бруно (Раа 4е Вгипо), Очамейу Лопгна! ор Матетайся, т. [, стр. 339.] 


ГЛАВА Ш. 


НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ. МАКСИМУМ И МИНИМУМ. 
ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ. 


1. НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ. 


32. Исследование частного случая. Часто приходится рассматривазь 
функции, которые не даются в виде явных выражений, но которые 
определяются нерешенными уравнениями. Мы начнем с изучения одной 
функции, опрелеленной одним уравнением, предполагая лля определен- 
ности, что имеется два независимых переменных. 

Пусть Р(х, у, 2) — Функция переменных х, у, 2, удовлетворяющая 
следующим условиям: 1) она непрерывна и имеет непрерывную част- 
ную производную РЕ, в окрестности системы значений ху, Ус, 2; 
2) Р(х, У, 2.) равна нулю, в то время как Е" (ху, М, 2) отлична 
от нуля. При этих условиях уравнение 


Е(х, у, 2) =.0 (1} 


имеет один и только один корень, копорый стремится к 2, когда 
х ву стремятся соответственно К Хо и уд. 

Так как функции Р и Е, иепрерывны в окрестности значений 
Хо, У; 20, ТО можно найти три положительных числа а, 6, с, достаточно 
малых, чтобы эти функции были непрерывны в области О, определенной 
неравенствами: 

[х— м| а, |у—ж|=^, |2— 45| = 


и А, сохраняла в этой области один н тот же знак, например остава- 
лась положительной, Тогда функция переменного 2, которую мы полу- 
чаем, давая х и у определенные значения, заключенные в только что 
указанных пределах, возрастает при возрастании 2 от 2,— с до 2, г. 
В частности, функция Р (5х, У, 2) есть возрастающая функция в этом 
интервале; так как она равна нулю при 2==2,, то она положительна 
между 20 и 2-Ёс и отрицательна между 2, —С и 2 лак что, если #— 
произвольное иоложительное число, менышее с, имесм: 


Ехо» Ус, 20-й) > 0, 


Ех, у, а —1)< 0. 


Но функции Р(х, у, &-Р №), Рих, у, 2 —Й) переменных х и у вс- 
прерывны при Х=Х,, У=уУ и не обрашаются в нуль при этой си- 


в 
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стеме значений х и у. Следовательно, можно найти такое положилельное 
чисто 1, не превосходящее меньшего из двух чисел а н 6, что функции 


Е(х, у, 2-1), Е(х, у, &—#) 


сохраняют каждая свой знак, когда разности х -- Х,, у— Уд по а0с0- 
лютной величине меньше 1. Следовательно, для всякой системы зна- 
чений х и у, удовлетворяющей условиям 


:Х -х. ть [уж]! - т, 
мы будем иметь также 
Вх, у, 5-й) 0, Р(х у 2, й} < 0. 


Уравнение (1), в котором переменным х и у даются значения, за- 
каюченные в вышеуказанных пределах, и в котором = есть неизвестное, 
имеет, следовательно, но меньшей мере, один корень, содержащийся 
между 2 —Я и 2,-|-й. Оно не может иметь их несколько, так как 
функция Е(х, у, 2) переменного 2 возрастает в этом внтервале. Так как 
число й может быть взято сколь угодно малым, то высказанная теорема 
доказана. 

Пусть В и 1-- система двух положительных чисел, удовлетворяющих 
условиям, которые только что были определены. Корень уравнения {1}. 
существование которого мы толь- 
ко что показали, определен вну- 
гри квадрата ®, имеющего цептр 
в точке 19 С коордипнатамн 
{^, ‚ \), со сторонами, параллель- 
ными осям коорлниат (предпола- 
гасмым прямоугольными), причем 
длина стороны равна 21. Пусть 
Хх, У, — координаты другой точки 
М;:, взятой внутри этого квадрата: 
из приведенного доказательства 
следует, что уравнение Р (№, У, 
5) ==0 имеет один и только один 
корень <, заключенный между 
2. —йи 20-Й, поскольку Е, (т, У, › 2.) ноложилельно. Таким обра- 
зом предшествующее рассуждепие применимо также к точке и, у: 
когда хи у стремятся соответственно к х, иу,, уравнение (1) имеет 
один и только одии корень, который стремится к 2,. Этот корень 
необходимо содержится между 2) —Й и 2-Й, н, следовательно, со- 
впадает с первым. Таким образом рассмотренный корень непрерывен 
во всякой точке внутри квадрата Ю. 

Так как рассматриваемый нами корень определен только внутри 
области А, то мы имеем, таким образом, только один элемент неявной 
функции. Чтобы определить эту функцию вне области Ю, мы будем по- 
следовательно поступать следующим образом. Пусть (черт. 3} будет А 
непрерывный путь, выхолящий из точки (к, у) и кончающийся в точ- 
ке (Х, У), лежащей вне области Ю. Предположим, что переменные х 
и у изменяются одновременно таким образом, что точка с координа- 


у 


Черт. 2. 
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тами (х, у) описывает путь 2. Если мы выйдем из точки (%, У) со 
значением 2) для неизвестного 2, то мы будем иметь вполне определен- 
ное значение для этого корня до тех пор, пока не выйдем из области Ю. 
Пусть будет М, (х., у.) точка этого пути, находящаяся внутри А, и 
пусть будет 2, соответствующее значение для 2; условия основной тео- 
ремы удовлетворятся при х=х,, У=у, 2=2,, и следовательно, 
существует другая область А, с центром в точке /1,, внутри которой 
будет вполне определен корень, обращающийся в 2) при Х:= 1, у==у). 
У этой новой области КЮ, будут вообще точки, лежащие вне Ю; взяв 
опять на пути Ё другую точку М,, расположенную вне А и внутри В, 
мы можем снова повторить то же самое построение и получим новую 
область Ю,, внутри которой корень уравнения (1)} будет вполне опре- 
деленным, и т. д. Этот процесс мы можем продолжать до тех пор, пока` 


не придем к системе значений для х, у, 2, при которой Е. -=-0. Огра- 
ничимся здесь только этими общими указаниями; в следующих главах 
мы будем иметь случай подробнее остановиться на этого рода вопросах. 

33. Вычисление корня последовательными приближениями *. Пусть 
будет Х(х, у, 2} непрерывная функция, имеющая непрерывную производную 
р, (х, у, 2) ‘вблизи системы значений (ху, Уз, 20). Если эта функция }(х, у, 2) 


ы =“ й 
# ее производная Е при этой системе значений равны нулю, то уравнение 
2 == 2 --Х(, У, 2) {2) 


и у стремятся соответственно к х и Уз, и вблизи этой системы зна- 
чений функция $ есть непрерывная функция переменных х и у. 

Так как функции }(х, у, 2) и х. (х, у, 2) равны нулю при х =, У= У, 
2 =А н цепрерывны вблизи этой системы значений, то мы можем выбрать трн 
такнх положительных числа а, ©, с, чтобы функцин }(х, у, 2) н 1. (х, у, г) были 
непрерывиы в области О, определяемой. условнями: 


К хм та оу щ-РЬ, д саж с 
и! чтобы, кроме того, в области 02) было: 


7, 2) < К, 


где К есть какое-пибудь положительюе число, меньшее единицы. Условию (2) 
всегда можио удовлетворить соответствующим выбором чисел а, 6, с, так как 


# 
непрерывная функция }, равна нулю при х-= хц, У=: Уз, 2 == 25. 


Для решения уравнения (1) мы применим метод нослеловалельных прибли- 
жепнй. Положим последовательно: 


1-35 + (Хх, У, 20), 2 ^20 НУ, У, 2), -.., 
и, вообще, 


2-20 1 (%, 2,  (п=-Ь2,..., 0%). (3} 


Докажем, что еслн разностн х— ху, у— У будут достаточно малы, то все раз- 
пости 2, — 25 По абсолютной величине будут оставаться меньшимн с, и следо- 
вательно, предыдущая последовательность операций может быть продолжена 
ичеограниченно. Пусть будет = какое-пибудь чнсло, заключающееся между 2, —с 
и 2. с; мы можем написать: . 


#(х, у, 2) =ЕД(х, у, 20) + Л(% У, 2) — Х(х, м, 20}, 


* Гурса, Зиг 1а Швоме 4ез ЮпеНоп5 ипрИсНез (ВиШейи 4е [а Зое 
майетаНадие, т. ХХХГ, 1903). 
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и следовательно, применяя формулу среднего значения и принимая в соображе- 
ние условие (2), получим: 


У (6, у. =) | < 11% у, 20) | -- К|!а — 29|. (4) 


Возьмем теперь такое положительное число Й, чтобы оно было не больше мень- 
шего из чисел а, 6 и чтобы абсолютная величина функции {(х, у, 2.) была 


меньше (1—К)с, когда точка (х, у) остается в области 0’, определяемой 
условиями: 


хаха ми, ий уу ри. 
Из неравенства (4) следует, что будет также 
ЕД (, у, 2) |< а —Ке- Кг. 


Таким же образом последовательно можно убедиться, что если точка (х, у) остается 
в области ГУ, то абсолютные величины всех разностей 


21 — 20, 29 — 20, +. .› Фи 20,» 


будут меньше с. Следовательно, мы получаем пеограниченную последовательность 
функций 


24 (Хх, У), 2з (х, У), -.., и (Х, У), 


определяемых рекуррентным законом (3), которые все непрерывны в области Г 
и заключаются между 21 —си 2% --с. Докажем, что при неограниченном возра- 
стании п функция 2„(х, у) стремится к некоторому пределу. В самом деле, 
из соотношений 


Ян == 20 + 1 (%, У, 2-1), 21-1 = 20 + 1 (% У, 21-3), 
принимая во внимание условие (2), следует: 
2 -— 2-1! < К 1 2н-и  2н-|, 
н следовательно, 
12-21! 5 Ки- 2, — 20 | Ки-# (1 — К) с. 


Таким образом ряд 
20 | (21 — 20) + (2 — 2) Р.. + -Н (и — 2-1) + -.- (5) 


— равномерно сходящийся в области О’ и имеет суммою некоторую функцию 
Й (Щл, у), непрерывную в этой области. Эта функция удовлетворяет уравне- 
нию (1), так как при неограниченном возрастании л уравнение (3) обращается 


в пределе в 
В г, ЕЛ (х, у, 2). (5) 


Сверх того, при х-=у, У= у все функции 2, 2.,... обращаются в 2, и сле- 
довательно, мы будем иметь Й (%%, У) =2%; таким образом функция А (х, у) 
удовлетворяет всем требуемым условиям. 

(х, у) есть единственный корень, удовлетворяющий этим условиям. 
Точнее, когда точка (х, у} заключается в области Г, уравнение (1) не имеет 
никакого другого корня, кроме 7, заключающегося между 24 —с и 2 -+- с. В са- 
мом деле, пусть будет Й, такой корень; из соотношений 


Ру — 20 + Л (х, у, 21), 2.==20 Е 1 (% У, 2-1) 
2 — аи} (к У, РИ — Л(Х, У, 2-1), 

17. —2,|< К] 24 — 2-я 

[7—2 | < Ки-1| 24 — 2 | 


Следовательно, при неограниченном возрастании п разность Й, —2„ стремится 
к нулю; таким образом Й: тождественно с 2. Приведенное здесь доказательство 
ие только позволяет убедиться в существовапии корня А (х, у), по и дает способ 
его вычислить. Так как абсолютная величина разности 2; — 2, меньше (1 — К) с, 
то абсолютная величина разности 2, — 2„_: будет меньше (1 — К) сКл-1. Отсюда 


получаем: 


и следовательно, 


Отсюда будем иметь: 
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следует, что, ограпичивая ряд (5) членом (2, —2„-1), мы допустим погреитность, 
абсолютная величина которой меньше сК”. 
От этого частного случая легко перейти к общей теореме $ 32. 


.’ 
Обозначим Р. (х., №, 20) через т; по предположению, т отлично от нуля, 
и уравнение (1) равиосильно уравнению: 


} 1. 
= -{ |2 -2 — т Е (х, у, 2) |; 
по э10 уравиепие имест вид уравиепия (2), в котором 
1 
Даб ЩЕ (2). 


Таким образом теорема доказана, и очевидно, что рассуждение ие зависит от 
числа независимых переменных. 


Перейдем теперь к изучению систем неявных функций, определяемых 
совместными уравнениямн. Пусть будут 


Пия У Уре Хр бт Хау Уве р) 


р функдай п-- р переменных х,, у», непрерывных и имеющих непрерывные 


частные произволные —^ вблизи системы значений 40 = У. Если, 


зу 
Е а; 


кроме того, р функций }; и 2”? частных производных —/^ равны нулю при этой 


ЗУ, 
системе значений, то р уравнений 


0 о ( 
У ЛЬ + А, У, + №, 
имеют одну и только одну систему решений: 


А} 
= 41 (5, Ха, +, Хи), Ур Фр (а, Ха, + ХН), (А) 


стремящихся к значениям У, У, ..., У, когда х,х., .. 


о 0 , 
соответственно к Хх, х.,.-.. хи, и эти решения суть непрерывные функции 


вблизи этой системы значений 2х, хо, + д. 


Рассмотрим для определенпости два Уравнения с двумя независимыми пере- 
менными х, у и двумя фупкциями и, 9`и предположим хо== У ЩЕ -=0. 
Последнему условию всегда можно уловлетворить, замепяя х, у, и, о соответственно 
через хо Х, У + У ши, 9% г 9. Тогда уравцения (10) будут нметь вид: 

и=}(х, У; и, 5), УЕ (х, У; и, 5), (В) 


3 д 3 
причем при х= у—и=у-=0 функции Х $, 7. 31. 9%. 9$ 

ди ди ди д. 
непрерывны вблизи э10Й системы значений. Пусть будут а, 6, с такие положи- 


тельные числа, чтобы шесть предыдущих функций были непрерывны в областн 2, 
определяемой условиями: 


..х, стремятся 


равны нулю и 


ира, Ув, фи е, [91 
и чтобы, кроме того, в этой области было: 


31| 9 
|< 


3$ 9 
К, ы | — , 
о < 1 ди <к у <к (©) 


. р 1 . 
где А -какое-нибудь положительное число, меньшее -. Составим, подобно 
предылущему, две последовательности функций: 

и = (х, у; 0, 0), зем; 0,0), 

и7=} (ху; щ, $1), ба = $ (ху н,, 0), 


о ву уу 
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и нообще, 
ии7= р (Хх, У; Иль ии, би (Хх, У Ип-и» тифа): (2) 


Если абсолютные величины количеств и„_;, 9„.; булут меньше с, то, применяя 
формулу среднего значення к разностям и„— 1, 9 --: и принимая во внима- 
ние условия (12), получим: 


19| < |, У; 0,02 | - 2Ке, |911 $ (6 у; 0,9); + 2Ке. 


Выберем теперь такое положительное число Й, чтобы оно было не больше мень- 
шего из двух чисел а и фи чтобы абсолютные величины функций Ё(х, у; 0,0) 
и $ (х, у, 0,0) были меньше (1 —2К) с, когда абсолютные величины переменных х 
и у пе превосходят #. Рели точка (х, у) остается в области ГУ, определенной 
таким образом, то последовательно мож.о убедиться, что все функции и,, и, бу- 
дут непрерывны и по абсолютной величине будут оставаться меньше с. 
Докажем, что при неограниченном возрастании чине а п финкцяи ии 9 
стремятся к некоторым пределам И(х, у) и УС, у). В самом деле, рассмо- 
трим два ряда: 
а -Н (и и... (Е) 
а (ФФ — и) +... 2 @— 9-0... - 


Из соотношений (13) получаем: 
Ип— Ии-4==Х(Х, У; Ипа, 9н-1) — 1 (% У; Чи, 9). 
и следовательно, на основании условий (12), 
| Ив — Или | < К Иа — И9 | К би-4 — биз |. 


Очевидно, что такое же неравенство существует для |®„ -#и„_:|. Обозначая че- 
рез М, наибольшее из чисел | и„— и ри |9, -,_: , имеем: 


Ни < 2КН и 1, 
н, < оюЮ»Ь—Н, > ОК)" а — 2Кус. 


Отсюда следует, что оба ряда (Е) — равномерно схолящиеся в области О" 
и представляют две функции И (х, у) и И(%, у), непрерывные в этой области. 
Эти функции (и У удовлетворяют уравнениям (В), так как при неограничен- 
ном возрастании числа п соотношения (2) в пределе обращаются в 


И Ах, ИИ), У; Ц, У). 
Как и выше, можно было бы доказать, что Г и "— единственные кории 


уравнений (В), удовлетворяющие требуемым условиям. 
Рассмотрим, наконец, систему самого общего вида: 


и следовательно, 


Ву (ха, Ж,.. Хау Ув №, +, Ур) 0, ГРа=0,..., Рр=- 0. (Е) 

Предположим, что Фунеции Е, ..„Ер непрерывны и имеют непрерыв- 

; . 0 ОКО] 0 

ные частные производнье —' вблизи системы значений Хр, ..., Хи, Уно Ур 
Ув 


при которых Р, -0,Е,--=0,...,Е›=`0, и что функциональньй определитель 
Ре, о РЯ 
В (эн, У, ---, Ур) 
при значениях д. У не равен нулю. При этих условиях уравнения (Е) 
имгют одну и только одну систему решений: 
Е (54, 5. Жи), +2 Ур” Фр (а +, Ха), 
где $4, 4, -.., Фр непрерывные функции переменных м,..., Хи, стремящиеся 


соответственно к у], .. У» когда переменные Хх, х.,.... хи стремятся 


оо о 
к хм, Мл. 
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Г о 
Для упрощения изложения заменим х; через х, х; и у, через У У. 


так чтобы все пачальные значения 0, и были равны нулю. Обозначим через а 
9Р, 
значение производной ду, при этих начальных значениях. По предположению, 
р 
определитель 
Са: ао... р 
са Чо... @9 
А- р 


отличен от нуля. Очевидно, что система уравнений (Е) равносильна следующей 
системе: 
ан У + ар уз +... + ар ур=ан у ... Рару, — РА, 
Ча у + ав У... - барр ан ур... + @зр Ур -— Ро-= 4, ©) 


@ 1 Уз-Е ара Уз. .. + Я рр Ур — Чл У - ... Нарру, — бр р, 


где при х;==0. у, —=0 функпии $; и их частные производные равны нулю. Ре- 
шая систему (С) относительно У;, у»,..., ур, Что возможно, так как А не равно 
нулю, мы придем к системе вида (А). 

34. Производные от неявных функций. Возвратимся к области Ю и 
к корню 2==$(х, у) уравнения (1), который в- этой области будет не- 
прерывной функцией двух переменных х и у. Эта функция имеет част- 
ные производные первого порядка. В самом деле, оставим у постоянным 
и дадим х приращение Ах, вследствие чего для 2 получим приращение Да. 

По предыдущему имеем: 


Е(х-- Ах, у, 2+ 42) — Р(х, у, 2) = 
= АхР, (х-- вАх, у, 2+ 42) | А2Р, (х, у, 2-42) -=0. 


Отсюда 
Аг Е, (х Е вАх, у, 2+ 42), 
Ах Е, (х, у, 2 + Аз) 


когда Ах стремится к нулю, А2 стремится также к нулю, так как 2 
есть непрерывная функция от х. Таким образом правая часть послед- 
него равенства стремится к. пределу, и 2 имеет частную производ- 
ную по Хх: 


82 __ в 

х  Р. (7) 
Точно так же мы будем иметь: 

32 __ Г, (8) 

ду Е, ^ 


Примечание. Если степень уравнения Е-=0 ‘относителыю 2 равна 2, 
тэ это уравнение определяет м функций от переменных. хи у. Частные произ- 


92 


водные з: , э будут точно так же иметь 171 значений для каждой системы зна- 
х 9У 
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чений псремеиных х и у; тем не менее, предыдущие формулы дают для этих 
частных производных вполне определенные выражения, если только в правых 
частях мы заменим 2 значёнием той из т функций, от которой мы ищем 
производную. 
Например, уравнение 
. эту —1=0 
определяет две функции: 


Иан Ив, 


которые непрерывны, если 2? -- у < 1. Частные производные от первой функции 
будут: 
У 


—х 
И э—у’ ИГ эх’ 


а частные производные от второй будут иметь обратные знаки. Те же самые 
значения мы получим, исходя из формул: 


42 Хх 42 У 


— , 
9х 2 ду 2 
и заменяя в них 2 его двумя значениями. 


35. Приложение к поверхностям. Если мы будем рассматривать х, у, 2 
как декартовы координаты точки в пространстве, то всякое уравнение 


Е(х, у, 2) =0 (9) 


будет представлять поверхность 5. Пусть будут (хо, Уз, 2.) координаты 
точки А этой поверхности; если функция Ё непрерывна вместе со сво- 
ими частными производными первого порхдка вблизи значений ху, Ус, 20, 
и если эти частные производные не обращаются одновременно в нуль 
для точки А, то поверхность $ имеет в точке А определенную каса- 


тельную плоскость. Положим, например, что частная производная Р, 


не будет равна нулю при Х==%, У=У, 2=20. Предполагая уравне- 
ние поверхности решенным относительно 2, мы можем, на основании 
общей теоремы, представить его около точки А в виде: 


2=$ (х, У), 
где функция $(х, у) непрерывна. Уравнение касательной плоскости 
в точке А будет: 


2—5=(%)(* х,)-| (с У). 


92 92 
Заменим 5х и 5 их значениями из предыдущих формул; тогда урав- 
‚У 


нение касательной плоскости примет вид: 


ЕР Е 392 
(+ (+ (Е) 2 & (о 
3Р 
9х 
и 2 за независимые переменные, а х за их функцию; в этом случае 
мы пришли бы к тому же самому уравнению (10), что можно было 
предполагать заранее на основании симметрии левой части. Точно 


Е 
Если бы было (>. —0, но ( =0, то мы приняли бы у 
о . 
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так же можно нанисать уравнение касательной в точке (хо, у,} к пло- 
ской кривой, представляемой уравнением Р(х, у} =0: 


(в (+) НИ (>), = 


Если мы имеем одновременно 


(>. (>) (5) 0 

— — — — — — , 

9х о ЗУ /о 92] 

го точка А есть особая точка поверхности 5; касательные к различ- 
ным кривым, расположенным на поверхности и проходящим через 
точку А, образуют вообще здесь не плоскость, а конус. Этот случай 


мы рассмотрим впоследствии (глава ПВ. 
При доказательстве основной теоремы о неявных функциях мы пред- 


1 
полагали, что производная Р, не равна нулю. Геометрически ясно видно, 


92 
почему это условие необходимо. В самом деле, если мы имеем (=) —0 
2} 
о 


и (5 =—0, то касательная плоскость к поверхности 5 параллельна 
0 ` 

оси 2, и прямая, параллельная оси 2 и проходящая вблизи прямой 

х==х,, у= У, Встречает поверхность, вообще, в двух точках, лежа- 

щих около точки прикосновения. Таким образом уравнение (9) имеет 

здесь два корня, которые оба стремятся к 2, когда х и у стремятся 

соответственно к ху и у. 

Например, если мы пересечем сферу х? -- у? + 2? —1=—=0 прямою 
у. =0, х=1 + 3, то мы будем иметь два значения для 2, стремящихся 
к нулю вместе с $, — действительных, если = отрицательно, и мнимых, 
если = положительно. 

36. Высшие производные. В формулах для производных первого 
порядка 


можно рассматривать правые части как сложные функции, в которых 2 
служит посредствующею функциею. Таким образом можно было бы 
вычислять высшие производные постепенно, прилагая правило диферен- 
цирования сложных функций. При этом существование этих высших 
производных зависит от существования частных производных различных 
порядков от функции Р(х, у, 2). 

Эти производные можно получить более простым способом, приме- 
няя следующее предложение: 

Если несколько функций независимого переменного удовлетворяют 
соотношению Е=—=0, то их производные будут удовлетворять соот- 
ношению, которое получится, если приравнять нулю производную, 
взятую от левой части Е как от сложной функции. В самом деле, 
если функция С обращается тождественно в нуль, когда заменим 
в ней переменные, от которых она зависит, функциями независимого 
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переменного, то будет тождественно равна нулю и производная от 
функции Р. Эта теорема остается верною и в том случае, когла фун- 
кции, связанные соотношением ЁР=0, зависят от многих независимых 
переменных. 

Предположим теперь, что нам нужно вычислить высшие производные 
от неявной функции у одного независимого переменного х, определенной 
соотношением: 


Е(х, у) =0 
Мы нахолим последовательно; 
у 
а +2 в у ут уз —- У =0, 


Отсюда можно постепенно определить у, у’, у",... 

ПРимЕР. Если дана функция у=-}(х), то можно, обратно, рассматривать у 
как независимое переменное, а х как неявную фупкцию от у, определеиную 
уравнением у=/(х). Если при значении ху, для которого Уз. (хо), производ- 
ная /’(х) не равна нулю, то, по основпой теореме, существует единственная 
функция от у, удовлетворяющая соотношению у==}(х) и принимающая при У у 
звачение хо; эта функция посит название функции обратной относительно {(х). 
Чтобы вычислить нроизводиые различных порядков ху, Хуа, ху» ... ОТ этой 


функции, достаточно ее несколько раз продиференцировать, рассматривая у как 
независимое переменное. Это дает: 


1— (%) ху, 
О" (хх, 


Оку Зо) хуя НУ хр, 


откуда В 
А ЕЕ 
Гы’ и ов т гов | 


Следует заметить, что эта система формул не меняется, когда переставляют х,„ 


и { (>), х,. и [’ (х), ха и Е" {х),..., так как связь между двумя функциями 
у-=/(х) и х -$(), очевидно, взанмная. 
Чтобы дать приложение этих формул, найдем все фупкции у-=/ (<), уловле- 
творяющие соотношению 
гу" —_ зу"? — 0. 
Приняв у за независимое переменное, а х за функцию, мы дадим предыдущему 
уравнению внд: 


Но единственнымн функциями, для которых производная третьего порядка равиа 
нулю, булут многочлены ие выше второй степени. Поэтому мы имеем для х 
выражение следующего вида: 


х-= С. + бъу- Сь 
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где С!, С», С, —три произвольных постоянных. Решая это уравнение относи- 
тельно у, мы заключаем, что все функции, удовлетворяющие заданному усло- 
вию, содержатся в формуле 
у==а-= Их с, 

где а, №, с—-три произвольные постоянные. Это уравиение представляет параболу, 
главная ось которой параллельна оси х. 

37. Частные производные. Рассмотрим теперь неявную функцию двух 
переменных, определяемую уравнением: 


Е(х у, г) ==0. (11) 


Как мы уже знаем, частные производные первого порядка определятся 
из соотношений: 
ЕР, ЭР 92__ 92 9Еодд 


— НН - = г - = 12 
уе Руках = ду РЭ (12) 
Чтобы получить частные производные второго порядка, достаточно 
вновь продиференцировать оба уравнения (12) относительно х и у; 
это даст только три различных соотношения, так как производная 
от первого уравнения по у тождественна с производною от второго по х: 

9?Р 9?Е 92 | 922 (> Е 922 


2 
-= Е 
х? =? = + 2 9х2 о, 


Эхдрдх | 922 


ЭР | МР 92, №Рд2 | 73242 | ЭР м2 —о 

Эхду | 9хд2 ду  дудадх | 92 дхду | дах,  ’ [ (13) 
а [ео | 
у? Зудаду (32? \Зу 29 — ] 

Таким же образом мы можем найти производные третьего и высших 


порядков. 

Употребление полных диференциалов позволяет и здесь определить 
одновременно все частные производные одного и того же порядка. 
Для этого достаточно воспользоваться слелдующею теоремою: 

Если несколько функций и, 9, ,... скольких угодно независимых 
переменных х, у, 2,... Удовлетворяют соотношению Е=0, то пол: 
ные диференциалы удовлетворят соотношению АЕ==0, которое полу- 
цится, если мы возьмем полный диференциал от Е, принимая все перемен- 
ные, от которых зависит Е, за переменные независимые. Чтобы доказать 
эту теорему, предположим, что мы имеем уравнение Р(и, 9, 4) —=0, 
где и, ©, суть функции независимых переменных х, у, 2, #. Частные 
производные от и, 9, удовлетворяют четырем уравнениям: 


Ри, 9ЕРдо ‚ Рош 
я Навзе= 


Эидх (| 39дх Г юдх у 
Рае о 
иду оду Гаюзу у 
Зри ‚ЭР до, Раш — 
992 Г 902 Гоше 
Ри | ЭР Рэм 

ди 92 Ки Кови =: 
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умножая их соответственно на @х, 4у, 42, 4ЁЕ и складывая, получим: 


д / 9 / 9 / 
_ | = Е —0. 
5 аи 4 ] 5 аи аЕ = 


Здесь еще раз видно преимущество диференциального обозначения, 
так как предыдущее соотношение не зависит ни от выбора, ни от числа 
независимых переменных. Чтобы иметь соотношение между диферен- 
циалами второго порядка, достаточно приложить основную теорему 
к уравнению 4Р==0, рассматривая его как уравнение между и, т, и, 
аи, 49, 4ш и т. д.; при этом нужно только заменять нулями все дифе- 
ренциалы порядка выше первого от тех переменных, которые приняты 
за независимые. 

Приложим этот способ к вычислению полных диференциалов различ- 
ных порядков от неявной функции, определенной уравнением (11),. 
причем примем х и у за независимые переменные. Мы имеем: 


9А 3Р эЕ 
| — 
ух @Х Гу У- 292 0, 
92 9Р ЗЕ, \@ эЕ 
а — @2==0, 
(54 УТ 2 :) уз 2 


РО О ЗИ ЗОВИ ЗОВИ ЗОВИ ООНИК ЗИК ЗОНА ЗОВИ ЗОНАХ ЗИК ЗОВИ ЗИК ОИК 


два первых уравнения могут заменить собою пять соотношений (12) и 
(13). Из выражения для 42 получаются две производных первого по- 
рядка, из выражения для 472 — три производных второго порядка ит. д. 
Рассмотрим, например, уравнение 


Ах? А! А”22 1; 
диференцируя его два раза, находим: 


Ахах-- Муду- А”г4г =0, 
А ал? -—- А' ау? А"422 А” 422 — 0; 


из первого соотношения имеем: 
Ахах | А'уау 


42 =— А”; ы 


и, внося это значение 42 во второе, полупим: 
А (Ах? -- А"22) 4х? | ЗАЛА! худхау - А! (А'уЗ-- А”2?) ау? 


о 
422 —Д' 23 


Таким образом, воспользовавшись обозначениями Монжа, мы будем 
иметь: 
Ах А!у 
РР — =. 9 и.» 
А” А”2 
А (Ах? | А"2?) _  АА'ху А! (А'у2 р А”2?) 
та АТА’ оО АТР 


—- 
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Изложенный метод, очевидно, вполне общий; они применим, каковы бы 
ни были число независимых переменных или порядок искомых частных 


производных. 

Пример. Пусть будег 2-=}(х, у) функция двух переменных х иу. При- 
мем в послелием соотношении у и 2 за переменные пезависимыс, а х за неявную 
функцию этих двух переменных, и 'айдем диференциалы первого и второго 
порядков 4х и 4?х. Мы имеем: 


42 — ах + Лау; 
у 


Так как мы приняли у и 2 за независимые перемепнье, то должио положить 
@у- - 42: =0; 
нотому, диферепцируя вновь последпее соотношение, находим: 


42 42 92 д 
— 99 де 2 Кой ахау + %/ ду? + 31 фл. 

92 9х ду ду? дх 
Пользуясь обозначениями Монжа для частных производных первого и второго 
порядков от функции }(х, у), мы можем представить предыдущие уравнения 


в виде: 
42— рах--9ау, 
0 — гал? -{- 23 4х ау {+ ау? -- ра?х; 


0 


из первого выводим: 


внося это выражение 4х во второе соотношение, получим: 


_ 42-2 (25 — 4) 4у а2 | (47 — 2р9$ | ри) ау? 


@х — 78 


Частные производные первого и второго порядков от х, рассматриваемого как 
‚функция переменных # и у, будут иметь следующие выражения: 


9х _ 1 9х —__4 
92 р у р’ 
2х й 9х д 0$ бх _2р4; — р — дн 


92 рз’ ду зо’ 9. р 


Чтобы иметь приложение этих формул, пайдем все функции / (х, у), уловлетво- 
ряющие уравпению 927 -- рф —= 2рд5. Если в соотношении 2=}(х, у) мы при- 
мем х за функцию независимых переменпых у и 2, то предыдущее уравнение 


2х х 
обратится вы. Это уравнение показывает, что з, це зависит от у; следо- 
У У 


9х . 
„„— $ (2), 


вательно, 


где $ (2) — произвольная функция от 2. Это новое уравиение может быть пред- 
ставлено в виде: 


и [х— 26 (2)] ==0, 
У 


-опо выражает, что х — уз (2) не зависит от у. Поэтому 


х-= уе (2) $ (2), 
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где $(2) сесть другая произвольная функция от 2. Мы получим все искомые 
функции 2==/(х, у), решая предыдущее уравнение относительно 2. Это уравие- 
ние представляет поверхность, образованную движением прямой, остающейся 
параллельною плоскости ху. 


38. Совокупные уравнения. Мы введем сначала определитель, который 
будет играть важную роль в последующем. Пусть А, К, ..., ЁР,— 
система п функций л переменных у, у,,..., У„, Которые могут за- 
висеть, кроме того, и от других переменных. Определитель, образован- 
ный частными производными первого порядка 


а 28 эВ 


9 9 У 
32. ЭР _. ЭР. 
А—=| 9, ду, Зуи (14) 
92, 9Е, 9-Е, 
В, 
называется якобианом или функциональным определителем п функций 
Е, Е,, ..., Е, но отношению к п переменным у,,..., У„. Принято 
обозначать его 
р, Е,,..., В). 
В(У, Ур...) У) | 


Тогда общая теорема существования неявных функций формули- 
руется следующим образом. 
Пусть будет (Е) система п уравнений между п + р переменными 


Хр Хр лье У 
Г. (Ху Жо. Хр У» У. у„) = 0 (1=1,2, ..., и), (Е) 
левые части которых обращаются все в нуль при системе значений 
— у9 — +0 —— 40 4 
=, .., ХЕХ,» У = +. > = Ул: 


Бели функции непрерывны и имеют частные производные первого по- 
рядка по переменным у,, непрерывные в окрестностз этой системы 


.. ОЕ, Р,,..., Е. 
значений, и если якобиан (ИР, ‚Г, 


не равен нулю при 


В (у, м» У) 
1 ==2%,..., У,=У, то существует одна и только одна система 
«функций 
УФ, (М, М, +. у Хр}, с) Уи (1, Мо, +. хр}, 
‚удовлетворяющих уравнениям (Е), обращающихся соответственно 
о о — хо — хо В 
в У,..., Ур при м =м,..., х, =, и непрерывных в окрэстности 


этой системы значений. 

Так как теорема уже до‹азана для и=-:1, то достаточно будет пока- 
зать, что если она верна для системы я — 1 уравнений с п — 1 неизвест- 
ными функциями, то она распространяется и на систему п уравнений си 
неизвестными функциями. По предположению, определитель А, написанный 
выше, отличен от нуля при значениях х0, У; следовательно, его эле- 
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менты не могут быть все нулями. Мы можем, следовательно, предпо- 
ложить, меняя, если это нужно, порядок индексов, что производная 


32, 
у не равна нулю. Тогда, на основании теоремы, доказанной в 5 382, 
У /о 


уравнение 
С (Хх, Хх, 4.) Хр; Ут» Уз)... Уи) =0 (15) 

определяет функцию 
У=Л(х,, Хоз. Хр; У, У» Ун_т) (16} 

| 
п р 1 переменных х, х,,..., Хр; У, ..-›Уи_1, Которая равна у 
— 59 — 

при х=>),..., Уа=У и которая непрерывна в окрестности этих 


значений. Заменяя у, этой функцией } в первых и — 1 уравнениях си- 
стемы (Е), мы получаем новую систему п— 1 уравнений с и— 1 не- 
известными У, У, ..., Ун_т: 


Ф; (х, х,,..., Хр; Ут» 5: У.) О,..., Ф, 1 =0, (17) 
где положено: | 
Ф.М нь У.Е В (4, Хр Же» а, 1} 


система, образованная уравнениями (16) и (17), очевидно, эквивалентна 
системе (Е). Покажем, что якобиан функций Ф, 


_Б(Ф,, $,,..., Ф,_)) 
В (у, Уз...) Уна) 


> 


отличен от нуля при х,—х!,..., У, = |. В самом деле, этот 
определитель 

8, | ЭР, г, 3, Е у 9 

ду. ду 91 >. ду, ЗУ, ЗУ ЭМ, Уи 

Ра, 8/ и 6 37. э-. эр, 9 
о Ты ду, 3» Ут Г ЭУ, ФУ 1 

Зи _1 + Эа ЭР, а 9/» 1 ЫЙ ЭР 91 _9/ 
9У. ЗУ, ЗУ 3У5 ду, 9. 9 _1 9, ЧУН 


есть сумма 2”-1 определителей; отбрасывая все те, которые равны нулю, 
как имеющие пропорциональные элементы двух столбцов, получаем: 


в, В... д МР, В... В 
(1, У,,..., Ун_2) 3 В (У, У...) Уна) 

с РЕ, В,..., Е) 

ду В...) Уна» У) 


9 
С другой стороны, производные С даются ($37) соотношениями: 


1 
92, ЭР, 91 
у; ду, ЗУ, 


—=0 (1—1,2,..., п 1). (18) 
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Мы можем, следовательно, переписать предшествующее уравнение, 


КУв) 
чомножая обе его части на и следующим образом: 
ы 


.аР, ОЕ, Ё,..., В.Е, _ БЕ, №,..., Е), 


4) 
9 ВЭВ(\, У, --:: Ур 9%, О(, №, ---) Ул) 91 


РЕ ВВ) 98, . м 
В (у, У, --- > Уно Уи) вУ, 1 


травая часть полученного соотношения представляет собой разложение А 
ло элементам последней строки. Мы имеем, таким образом: 


Р.О (Ф,, Ф., >’ Ф,:) _Б(Ё, Ра... , Ки) 
у, О (У, У...) У)  В(\яь У...) У} › 
и следовательно, якобиан 8 отличен от нуля при значениях 


— 0 —— 0 
Хх Уна Уи: 


(20) 


Так как высказанное предложение справедливо для п— 1 уравне- 
ний, то уравнения (17) определяют систему функций у =$,,..., 
У„_1 = Ф„_1 переменных х,, х.,...,х,, подставляя которые в функцию 
(у, му +.) ХУ, -., У„_1). мы получим значение у,. 

39. Вычисление производных Когла фучкции Г, нмеют непрерывные 


ЕР 

у 
частные производные ух, то неявные функции, определяемые уравне- 
х 

1 
ниями (Е), также имеют частные производные первого порядка по пе- 
ременным х,. Возьмем, например, систему двух уравнений: 

р 


Е, (х, у, 2, и, 9) =0, ЕЁ, (х, У, 2, и, 9) =0. (21) 


Осгавляя у и 2 постоянными, дадим х приращение Ах, и пусть Аи 
и Ао — соответствующие приращения функций и ит. Уравнения (21) 
можно переписать так: 


и 


9/. 9Р. 9, „ 
А [' м (ы- й [бы } 0 


к (°. +.) + Аи (+) +45 (| п+#) =0, 


причем =, =', =”, 1, 1/, 1” стремятся к нулю, когда Ах, Аи, Ао стре- 
мятся к нулю. Отсюда мы находим: 


9. \ [9 „ 3Р, с) [9.55 
Аи. (+) (ет) (= ке) (Е) 


Ах — 


а) [9 ( =" (27 ) 
(>, и) (2 +т) 9 ==) и Г” 


когда Ах стремится к нулю, то Аи, Ао, а следовательно, и $, &', 5", 
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Аи 
т, |, п также стремятся к нулю. Следовательно, отношение - имеет 


Ах 
предел, другими словами, и имеет частную производную по перемен- 
ному ^: . 


Кар, ЭЕ,аР, 
Зи д 0х 
9х ЗА РЭР," 

и Ш 


’Таким же образом можно было бы убедиться в том, что отноше- 


Ао 99 
ние — стремится к конечному пределу д’ который дается аналогич- 
Хх. 


Ах 
ной формулой; на практике эти производные находятся из уравнений: 
9, ЭРэи , ЗА зу _ 
9х Гид 9х ’ 
97, ‚ 9Роди , а.Рдо _ 


кот ди 


и таким же образом мы найдем частные производные по перемен- 
ным у и 2. 

Последовательные производные вычисляются так же, как в случае 
одного уравнения. Следует еще заметить, что, когда имеется несколько. 
независимых переменных, удобно вычислить полные диференциалы, 
чтобы вывести отсюда все частные производные одного и того же по- 
рядка. Предположим, например, что мы имеем две функции и и э трех 
переменных х, у, 2, определенные соотношениями (21); полные дифе- 
ренциалы первого порядка 4и и 49 лаются уравнениями: 


ЭР, ие ‚9 

ух Ч +. 42 2+. | И" 
9. : 

ме ЭР, м Ри а —0. 
ох х-- И Ва, о“ о 


Да"тее, мы получим 42и и 4?9 из уравнений: 


ЭР, 97 9 2 — 
ее. аа)" + ии +* та —=0, 


а, р, )®. а ЗВ р 
(1 ах--. То Ну 9 Ро, 490=0 


ит. л. В уравнениях, определяющих &”и и 4", определитель, состав- 
ленный из козфициентов при катих диференциалах, равен, каково бы 
Ь(Р., Г.) 

Ы 2 


ни было п, якобиану Ра, 5) 


‚ который, по предположению, отли- 


чен от нуля. 
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40. Обращеиие функций. Пусть булут и, и, из,..., ии п функций отн 
независимых переменных х;, №, %3,..., Хи; предположим, что якобиан 
Рац, из,..., ин) 


2 (4, хо, ..., Ап) 

не равен тождественно нулю. Тогда и уравнений 
4, (51...) Мн), ИЗ 9 (Ху, +. и). .., Ире фи (м, №,..., ми) (22) 
определяют обратно х!, 5,..., хи в функции щ,и.,..., ии. В самом деле, до- 
статочно рассмотреть систему значений х, х,..., хо, для которой определитель 
Якоби не равен нулю; если и, Ш, 4:9 шо будут обозначать соответствующие 
зпачения #1, №9, ..., Ин, ТО по Основной теореме существу«т система функций: 

д — 6, (ИЦ, -.- Ши), Жо —. Фи (И... Ин о Хи та у, ИА), 

удовлетворяющих соотношениям (22) и принимающих зпачения до , х, .., хо 
при и, =, и2-=, ..., И, = ид. Функции Ф называются обратными относи- 


телыю функции $. Нахождение этих функний называется обращением или ин- 
версией. 

Для вычисления производных от обратных фупкций достаточно приложить 
осповные правила. Так, в случае лвух функций 


из (х, У), 9-е (х У, 


рассматривая обратно ии 9 как независимые перемсипые, ахи у как их функ- 
ции, мы из двух соотношений 


аи ах -. 8; Чу, аи- 1 ах -| 99 Чу 
9х ду 9х ду 
получим: 
% Фи - -9/ [26 _? 4и-- 97 д 
- ду ду Чу — И: 9х 
74 _9/%’ 97% 9%. 
де ду  дудх 9х ду дух 
Отсюда имеем формулы: 
% —_ 8/1 
9х ду. 9х д» 
и у Им’ м 9%" 
9х ду дух 9х ду дух 
_ 8 ду 
ду _ 9х ду _ 9х 
ди 9 9’ 0 9/4 9/8 ° 
дх ди ду ду 9х зу дудх 


41. Касательная к кривой в пространстве. Рассмотрим кривую С, 

представленную системою двух уравнений: 

РБ, (х, у, #2) ==:0, | 

Ро (х, у, 2) = 0. | 

„Пусть будут ху, №, 2% координаты точки АМ, этой кривой; прел- 

ноложим, что по крайней мере один из трех определителей Якоби, 
ЭРдР, РЭР  ЭРаР ЭР, ЭР 9Р. ЭР, ЭР, 
ду 2 9 ду’ 92 д’ деду ду 9х 


(23) 
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‚будет отличен от пуля, если заменим в нем х, у, 2 через ху, у, 45. 
Р(Е,, -[.)} 

Для определенпости положим, что ——- —=- 
(у, 2) 

ордннат точки Му; тогда из уравнений (23) можно вывести: 


у==9(х), 2==4(х), 


не равен нулю для ко- 


гле фи ФФ суть непрерывные функции от х, обращающиеся соответ- 
ственно в Узи 2, при х-=х,. В этом случае касательная к кривой С 
в точке Му представится двумя уравнениями: 


Хх Уи _б— 2 


т о 90)” 
где производные $'(х) и Ф' (х) определятся из соотношений: 
92 9“ , 92; , 
—_—— —“ — —0 
5 И 
92. ; ЭР " 3Р, й 
9х ЗУ ЭН 27 


Положим в них х=х,, у=у,, 2-=2, и заменим $' (хо) и %'(х) со- 
Ти 74 
Х—м ХК —м 
можно представить в виде: 


(ха (+ (2) 2-50 
(ха (1) у-оы (32) =, и 


Хм = Ум И — 2 


[ее | ре] [ее] | 
2(5, 2) ь В (2, х) о (ху) № 

Легко дать геометрическое истолкование полученного результата. 
Уравнения (14) представляют соответственно две поверхности 5 и 5,, 
линия пересечения которых есть кривая С; уравнения (24) представляют 
две касательные плоскости к этим двум поверхностям в точке Му, так 
что касательная к кривой С есть прямая пересечения этих двух каса- 
тельных плоскостей. 

Формулы теряют смысл, когда три написанных выше определителя 
Якоби обращаются одновременно в нуль для координат ху, \,, 2%. Если 
это имеет место, то два уравнения (24) приводятся к одному, и по- 
верхности $., 5. касаются друг друга в точке М. Как мы увидим 
ниже, в этом случае линия пересечения этих двух поверхностей сла- 


гается, вообще, из нескольких раздельных ветвей, проходящих через 
точку № 


ответственно через 


. Тогда уравнения касательной 


ИЛИ 
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42. Особые точки, Если одновременно а = 
есть особая точка кривой,  представляемой 6 оненнем Е(х, у) =0. 
Предположим, что три частных производных второго порядка от Е не 
равны нулю при Х==Ху, У=у,, и что эти производные вместе с про- 
изводными третьего порядка непрерывны вблизи точкн (х, Ус). В этом 
случае уравнение кривой С можно ртавить в виде: 


0, то точка (х%› Уз) 


1 А 32 
Я — — _- 2 . __ 9” __ 2 
Ук, = ы хе 2, т 9 — Розы |+ 
Е Е 
- 1.2 вже + уу’ — 59) ж--9 (хх, (25} 
Чу -Е 8 су — уз 


причем в производных третьего порядка х и у должны быть заменены 
соответственно через ху -|- 8 (х — хо) и 5 0 (у— у). Мы можем пред- 
2 


положить, ‘то производная „=. не равна нулю, так как достаточно 
% 
изменить направление осей координат, чтобы притти к этому случаю. 


Положив в уравнении (25) у— у =(х —х,) и разделив результат 
на (х— ху), а 


52Р 
Е 2 
9х а 
гле Р(х— Ху, Ё) обозпачает функцию, которая остается конечною, 
когда х стремится к С. Пусть будут В и & два корня уравнения: 
2 
г чит 92Е -| г З = 
9% 3х0 9Уо 37. 


Если эти корни действительны, т. е. если 


92 ) ЗЕ 
3х ЗУ аа’, 


можно Также представить в виде: 


Е 
лу 
Ус 


Е 
у 


Р-Н —х) Рф х,, Й=0, (26) 


то уравнение (26) 
ыы Р 

у (Е—#) (Е —Е,) -- (х — м) Р==0, 

При х==х, это уравнение‘ имеет два различных корня =, Ё=Ь. 
Если х стремится к ху, то уравнение имеет два корня, стремящихся 
‚соответственно к Ё и; это можно доказать, повторив те рассуждения, 


‚которыми мы пользовались при доказательстве существования неявных 
функций. Полагая, например, Ё=4 и, мы получим уравнение 


между хи и: 
&—Ь-и) + (х — %) 9(х, и) =0, (27) 


причем © (х, и) остается конечным, когда х стремится к х, а и— 
к нулю. Предположим дтя определенности, что & — &, >0, и обозначим 
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через /М верхнюю границу абсолютной величины О©(х, и) и через м — 
нижиюю грапину количества # —&-и при изменениях х от х—Й 
до хо +йицот —} до --Й, где Й есть положительное число, мень- 
шее /, —&. Пусть будет = положительное число, меньшее Я, и 1 — дру- 
гое положительное число, удовлетворяющее неравенствам: 


т 
А, 1<—:. 
1< ) "м 
Если в уравнении (27) мы дадим переменному х такое значение, 
чтобы |х— х,| было меньше 1, то результаты подстановки —# ни 


-- в вместо и получатся с разными знаками; следовательно, это уравне- 
ние имеет корень, стремящийся к нулю, когда х стремится к №, и. 
следовательно, уравнение (25) имеет корнем выражение вида: 


У=У - {х —ж) (2. 2), 


причем а бесконечно мало вместе с х—ху. Это показывает, что через. 
точку (х%, Уз) проходит ветвь кривой С, касающаяся прямой 


У = (х—х)). 


Та‹им же образом мы можем убедиться, что через точку (ху, У5} 
проходит другая ветвь кривой, касающаяся прямой у — У = (х — ^‹). 
Точка М, есть двойнач точка с различными касательными*, и мы 
получим уравнение двух касательных в этой двойной точке, приравняв. 
нулю совокупность членов второй степени по (х — х5), (У— Уз} в урав- 
нении (25). 

2 2 ур? 
Если ий . 3 г Е о, то точка (хо, У) есть двойная изо- 
9% ЗУ 9% 95 
лированная точка. Внутри круга достаточно малого радиуса с центром; 
в точке /№ левая часть Р(х, у) уравнения обращается в нуль только. 
для самой точки Му. В самом деле, приняв за координаты какой- 
нибуль точки (х, у), лежащей вблизи Му, выражения 


х=х--рсоз$, уу рф, 


получим: 


ГЕ 2 во 7 ; ВР ое г] 
В(х, У) = ы Е 05° ф-- поеобуь 0 9919 Роу Зоо |, 


причем Г имеем конечное значение, когда р стремится к нулю. Пусть, 
будет Н верхняя граница абсолютной величины [Ё, когда р остается 


* Не может существовать более двух ветвей кривой, проходящих через двой- 
ную точку. В самом леле, предположим, что уравнение кривой имеет вид (25). 


и коэфициент г: не равен нулю; это условие всегда можно считать выполненным 
у 

путем соответствующего выбора осей координат. Если бы это уравнение имело 
-три корня, уч, Уз, Уз, стремящихся к нулю вместе с х, то уравнение Е', (х, у)==0, 
в силу теоремы Ролля, имело бы по крайней мере два кория, также стремящихся, 
к нулю. Но это уравиение имеет вид 2х -Р 2су- $ (х, у)==0, причем ф (х, у), 
и $’, (х, У) обращаются в нуль при х=у—0. Следовательно, это уравнение. 
‘имеет ‹дин и только один корень, стремящийся к нулю вместе сх ($ 32). 
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меньшим некоторого положительного числа г. При изменении $ от 0 
до 2п трехчлен 


822 42Р 92Ё. 

—5 60$" ФЕ 2 ——— сз юзшф -- — $1? ф 

2 : 2 

9% 908 .Уб 9, 

сохраняет постоянный знак, так как он имеет мнимые корни; пусть 
будет т нижняя граница его абсолютной величины. Очевидно, что ни 


т 
для какой точки, взятой внутри круга радиуса < ‚ коэфициент при р? 


ие может обратиться в пуль; таким образом внутри этого круга урав- 
нение Р(х, у} =0 не имеет никакого решения, кроме р==0, т.е. 


——__ | „5 ==0, то обе касательные в двойной точке 
9х3 9х2 92 

приходят в совпадение, и в общем случае существуют две ветви кри- 
вой, касающиеся одной и той же прямой и образующие точку воз- 
врата. Полный разбор этого случая требует очень тонкого исследо- 
вания, которое мы выполним ниже. Заметим только, что разнообразие 
возможных случаев вида кривой здесь гораздо шире, чем в двух ранее 
исследованных случаях, как это видно из следующих примеров. 

Кривая у? == хЗ имеет в начале координат точку возврата первого 
вида, с двумя ветвями, касающимися оси х и расположенными направо 
от Оу по обе стороны касательной. Кривая у? — 2х2у-- ^*— х=0 
имеет в начале координат точку возврата второго вида; две ветви 
кривой, касающиеся оси х, расположены здесь по одну сторону каса- 
тельной. В самом деле, уравнение кривой можно представить в виде: 
| 5. 
уж х*, 


(5 ) 92 РР 


и при очень малом х оба значения у имеют один и тот же знак, но 
ОНИ действительны только в том случае, если х положительно. Кривая 


хе ху? бу =0 


состоит из двух ветвей, не имеющих никаких особенностей; обе ветви 
касаются в начале координат оси х. В самом деле, из этого уравнении 
получим: 

3х2 х У 8 — 2 


Ел? ; 


ветви кривой соответствуют двум знакам перед корнем: они не имеют 
в начале координат никаких особенностей. 

Может также случиться, что кривая состоит из двух сливающихся 
ветвей, как, например, кривая, представляемая уравнением 


Е(х, у) == у? — 2х2 4—0; 


при передвижении точки (х, у} по плоскости левая часть уравнения 
обращается в нуль, не меняя знака. 
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Наконец, точка (ху, Уу) может быть двойною изолированною точкою; 
так будет у кривой у?- х4-- у*—0, у которой начало координат 
есть двойная изолированная точка. 

43. Конические точки поверхности. Точно так же точка М, поверх- 
ности 5, представляемой уравнением Р(х, у, 2} =0, называется особою 
точкою этой поверхности, если координаты х,, %, 25 этой точки об- 
ращают в нуль три производных первого порядка: 

ЕР 32 9 __ 


О 3-0, 5 


0. 
20 9Уб 


В этом случае выведенное выше ($ 35) уравнение касательной пло- 
скости обращается в тождество. Если в точке М, все шесть частных 
производных второго порядка не будут одновременно равны нулю, то 
‘место касательных ко всем кривым, лежащим на поверхности $ и про- 
холящим через точку /№, будет конусом второго порядка. В самом 


‘деле, пусть будут 

х=)(1, у=ф (1, == (8 
‘уравнения кривой`С, лежащей на поверхности 5. Так как функции /(#), 
ф (2); Ф(1) удовлетворяют соотношению Р(х, у, 2} ==0, то между дифе- 


ренциалами первого и второго порядков существуют соотношения: 


92 эр 92 
— ах-- — ух 42=0, 
5х х зу ау 52 а2==0, 


(5:4 3Р 3Р 


9х ху 4 


(2) / ЭР Е 9Р 
2 2 2: . 
р: а) - 3х2 Ру“ у-| у а =° 


При =, у==у, 2=2, первое соотношение обращается в тожде- 
ство, а второе принимает вил: 


922 322 922 
4х? а 42? 
д ы я Ул 92 и 
92- ?Р ` 92ЕР 
2——_- а ау4а 2. ах 42 =0. 
+ а У 2х, у42 9% 925 ха? 


„Мы получим место касательных, исключив 4х, ау, 42 из этого уравне- 
ния и из уравнений касательной 
ХА—% У 2—4. 


ах ау 42 ” 


это дает уравнение конуса (Т}) второго порядка: 
9°Р 32Р 9°Е 
(м (У (2 — 2) -Н 
2 
|2 922 
922 


9% 90 
3?Р 
2 (Уи) (7 —Ф уе 7—2) ==0. (2 


(Х— хо) (И— у) 
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Прилагая к Р(х, у, 2) общую формулу Тейлора и продолжая раз- 
ложение до членов третьего порядка, мы можем представить уравнение. 
поверхности $ в виде: 


1 [58 | 3Р Е (2) 
От рые коде) | + 


1 [э6 ЭР ® 
Тт23 | ,— зы, ое ни (09) 
ве 


причем в производных третьего порядка м У» 20 Должны быть за- 
менены через ж-[ 0 (х — хо), У (У— У), 2-0 (2—2). Мы по- 
лучим уравнение конуса (^), взяв в уравнении (29) только члены 
второй степени по х— Ху, У— У, 2—4. 

Предположим сначала, что уравнение (28) представляет действи- 
тельный конус. Пересечем поверхность $ и конус (Т) плоскостью Ру 
проходящею через две различных образующих @, @' этого конуса. 
Чтобы получить уравнение линии пересечения поверхности 5 с этою’ 
плоскостью Р, мы возьмем оси координат так, чтобы плоскость Р сде- 
лалась параллельною плоскости ху; тогда для получения уравнения ли- 
нии пересечения достаточно положить в уравнении (29) 2=25. Мы 
видим, что для этой кривой точка М есть двойная точка с действи- 
тельными касательными, и линия пересечения состоит из двух ветвей 
кривой, касающихся соответственно двух образующих @, @'. Вблизи’ 
точки Му форма поверхности аналогична форме, которую имеют вблизи 
вершины две полости конуса второго порядка; отсюда происходит на- 
звание конической точки, которое дают точке Му. 

Если уравнение (28) представляет мнимый конус, то точка Му есть 
особая изолированная точка поверхности $. Приняв эту точку за центр, 
можно из нее описать сферу настолько малого радиуса, что внутри 
этой сферы уравнение Е(х, у, 2) =0 не будет иметь никакого другого 
решения, кроме х= ху, у==уУ, 2==2. Действительно, пусть будет М 
точка, лежащая вблизи точки Му, р — расстояние ММ, а, В, 1 — на- 
правляющие косинусы прямой ММ, . Если мы положим 


х= м -ра, у=у НВ, 2==2-Н ОТ, 


то Р(х, у, 2) обратится в 
2 
Е(х, У, 2 а) =6 = аи Ра -... 2 = аи 


причем множитель Г. сохраняет конечное значение, когда 2 стремится 
к нулю. Так как уравнение (28) представляет мнимый конус, то много- 
член 


92Р 
30 320 


и а2|-...--2 а] 


не может обратиться в нуль, когда точка а, В, ‘] описывает сферу 


а В} -1?=1. 
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Обозначим через 2 нижнюю границу абсолютных значений этого много- 
члена. Пусть будет, с другой стороны, Я верхний предел абсолютного 
значения функции Ё вблизи точки Му. Если из точки М мы опишем 


т 
сферу радиусом, меньшим 7 › ТО ясно, что внутри этой сферы коэфи- 


циент при р? в выражении Р(х, у,г) не может обратиться в нуль. 
Таким образом уравнение 


Е(х, у, 2) ==0 


не имеет другого решения, кроме р=0. 

Если уравнение (28) представляет совокупность двух действительных 
н различных плоскостей, то через точку М, проходят две полости по- 
верхности, из которых каждая касается одной из этих плоскостей. Не- 
которые поверхности имеют линии, состоящие из двойных точек, в ка- 
ждой из которых конус касательиых распадается на две плоскости. Та- 
кая линия есть двойная линия поверхности, по которой пересекаются 
две различных полости поверхности. Например, окружность, предста- 
вляемая двумя уравнениями 2==0, х?-- у? =1, есть двойная линия 


поверхности 


Если уравнение (28) представляет совокупность двух мнимых сопря- 
женных плоскостей или двойную действительную плоскость, то в каждом 
частном случае требуется особое исследование для изучения вида ипо- 
верхности вблизи точки Л. Подобные исследования встречаются при 
изучении наибольших и наименьших значений функций. 

44. Максимумы и минимумы фуикций одиого переменного, Пусть будет 
1{х) функция, непрерывная внутри промежутка (а, 2), и с — точка в этом 
промежутке. Функция }(х) имеет максимум или минимум при Х==С, 
если можно найти такое достаточно малое положительное число т, чтобы 
разность }(с -- #) —Х (с), обращающаяся внуль при # ==0, сохраняла по- 
стоянный знак при всех других значениях й, заключающихся между — 1 
и +1. Если эта разность положительна, то значение функции (Хх) 
при х==с будет меньше, чем при всех значениях х, близких к с; сле- 
довательно, /(х) проходит при х==е через минимум. Напротив, если 
разность /(е-Р 1) —7(с) отрицательна, то при х==ес функция имеет 
максимум. 

Если функция /(х) имеет производную при значении Х==С, то эта 
производная должна быть равна нулю. В самом деле, оба отношения 


ето Лев — ле) 
” Ё 7 — А ? 


имеющие один и тот же предел (с), при приближении А к нулю бу- 
дут иметь различные знаки; поэтому их общий предел /’(с} должен 
быть равен нулю. 

Обратно, пусть будзт с корень уравнения / (с) =0, заключающийся 
между а и 6. Предположим для общности, что ово производною 
от }(х), не равною нулю при х=с, будет производная и-го порядка, 
и что эта производная непрерывна вблизи значения с. Останавливаясь 
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на члене п-й степени, мы получим в этом случае по общей формуле 
Тейлора: 


Де - В) — (=. (е-- 8), 


или 


е-- и) — (с) = 


с) {+ =], 


причем = бесконечно мало вместе с №. Пусть будет ц такое положи- 
тельное число, чтобы при изменении х от с—\ до с--1 абсолютная 
величина = была меньше |7 () (с)|; при этих значениях х, /(”) (‹) +е 
будет иметь тот же знак, как и Х(") (с), и следовательно, (с + №) —1(с) 
будет иметь знак #”А”)(с) 

Если л— число нечетное, то мы видим, что эта разность меняет 
‘знак вместе с #: при х ==с нет ни максимума, ни минимума. Если п— 
четное, то /(с--#) —1(с) как при положительном, так и при отрица- 
тельном й имеет знак ив функция имеет минимум, если /()(с) по- 
яложительно, и максимум, если /()(с) отрицательно. Таким образом для 
того чтобы функция имела при х==с максимум или минимум, необхо- 
димо и достаточно, чтобы /(с) было равно нулю и чтобы первая 
производная, не обращающаяся в нуль при х==с, была четного 
‚порядка. 

Геометрически это значит, что касательная к кривой у—=Х(х) 
в точке А с абсциссою с должна быть параллельна оси Ох, и кроме 
того, точка А не должна быть точкою перегиба. 

45. Фуикции двух переменных. Пусть будет 2 ==/(х, у) функция двух 
переменных х, у, непрерывная, когда точка М с координатами (х, у) 
остается внутри площади ®, ограниченной контуром С. Эта функция 
Р(х, У} имеет максимум или минимум в точке (ху, У) площади Я, если 
можно найти такое достаточно малое положительное число 1, ‘чтобы 
разность 


= (м й, У - Е) — 1 (5х Уз), 


‘обращающаяся в нуль при #—А —=0, сохраняла постоянный знак при 
зсех других значениях Й и А, меньших п по абсолютной величине. 
Если мы дадим на время переменному у постоянное значение у, то 2 
сделается функциею одного переменного х, и, на основании предыду- 
1цего ($ 44), разность 


Иж -Е А, Уз) —Л(хь» У) 


может сохранять постоянный знак при малых значениях Ё только в том 


у 


юлучае, если 5х равно нулю’ при х==х,, у=у,; подобным же обра- 


* 


. э 
зом мы Докажем, что эти значения должны также обращать в нуль м 


"Таким образом те системы значений х, у, которые дают для }(х, у 
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максимум или минимум, должны быть разыскиваемы среди решений сов- 
местных уравнений 


Пусть будет х=хо, у-==у, одно из решений этих двух уравнений. 
Мы предположим, что частные производные второго порядка от {(:, у) 
непрерывны вблизи значений х., у) и не равны нулю при х=х‹, 


и—У»› и что существуют производные третьего порядка. Формула 
Тейлора дает: 


о-- А, № А) — о У) = 
327 
и 2 21%, пт )+ 
9 у (3) 


При значениях й и в, близких к нулю, знак правой части, очевидно, 
зависит от знака в 


= /(х \ 

1 | 
в (30) 
| 
1 


2 
+ о у. ЕЛ 


м момпо ожидаю, ч1:О исследование знака этого трехчлена будет здесь 
играть главную роль. 

Для того ‘чтобы при х=ху у== о функция /(х, у) имела макси- 
мум или’ минимум, необходимо и достаточно, чтобы разность А сохра- 
няла постоянный знак, когда точка (Ей, У -®) остается внутри 
достаточно малого квадрата с центром в точке (хх, у‹). Ясно, что раз- 
ность А будет также сохранять постоянный знак, если точка (хуй, 
У --А) будет оставаться внутри круга с достаточно малым радиусом 
и с центром в (ху, у), так как можно заменить квадрат виисанным 
кругом; и обратн>. Пусть будет С круг радиуса г с центром в точке 
(Хо, №0}; мы получим все точки внутри этого круга, положив 


"р —рс034$,° Е== роз ф' 
и изменяя фот 0 до 2п, арот —х до г. Можно было бы даже 


ограничиться для р и положительными значениями, но для последую» 
щего выгоднее не вводить этого ограничения, Сделав в выражении А 


эту подстановку, найдем: 
2 Е 
=+ (А с05? ф | 28 созфзту -|- Сэ? 4) -- "- Г, 
причем 


И вс 
9х2’ ход’ ^^ д’ 


и Г есть функция, остающаяся конечною вблизи точки (ху, Уз), кото- 
рую мы не будем писать в раскрытом виде. Здесь должно различать 
несколько. случаев в зависимости от знака выражения 82 — АС. 
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Первый случай. Пусть В? — АС`>0. Уравнение 
А с05? ф | 2В т ф с0$Ф -- Сзш? у =0 


имеет для ©ф два действительных корня, и левая часть есть разность, 
двух квадратов, так что можно написать: 


4—2. [а (а с05 9-6 зш $)? — В (а'с0зФ изо [., 


где 


а>0, В>0, а! —6а'-20. 


Если мы дадим углу ф такое значение, чтобы было 
4059  Взтф = 0, 


то, при бесконечно малых значениях р, А будет отрицательно; напро- 
тив, если мы возьмем для ф такой угол, чтобы было а’ с05ф - И зшф == 0, 
то, при бесконечно малых значениях 0, А будет положительно. Таким 
образом нельзя найти такого числа г, чтобы разность А сохраняла по- 
стоянный знак при всяком угле ф, если абсолютная величина р будет 
меньше г. Функция {(х, у) при х==х‹, у=у, не имеет ни максимума,. 
ни минимума, 
Второй случай. Пусть В? — АС<.0. Трехчлен 


А с052 ф | 2В зт ф соо --- Сзш? ф 


не обращается в нуль при изменении Ф от 0 до 2т. Пусть бу- 
дет т нижний предел его абсолютной величины; пусть будет также 
Н верхний предел функции Г в некотором круге с радиусом Ю ис цен-- 


Зт 
тром (хо, У). Обозначим через г” положительное число, меньшее А и я; 
внутри круга радиуса г разность А будет иметь знак коэфициента» 
при 22, т. е. знак А или С. Следовательно, при х=х,, у=у функ- 
ция }(х, у) будет иметь максимум или минимум. 
Таким образом, если в точке х,, У’ мы имеем: 


92 2 92/92 у 
0, 
(> 9 ы) 955 85 > 
то нет ни максимума, ни минимума. Если 
эх ._ за? 
309.5 дд т ' 


то Ё(х, у) будет иметь максимум или минимум в зависимости от знака’ 
7 9 
4х2’ у 
ксимум; если они положительны, — то минимум. 
46. Исследование сомнительиого случая. Предыдущее исследование- 
не охватывает ‘того случая, когда В? — АС=0. Геометрически ясно, 
в чем состоит. трудность задачи в этом особом случае. Пусть будет 5 


производных . ЕСЛИ эти производные отрицательны, то будет ма- 
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чтоверхность, представляемая уравнением 2=={(х, у). Если функция 
1(х, У) имеет максимум ‘или минимум в точке (ху, У), вблизи которой 
„функция и ее производные непрерывны, то мы должны иметь; 


| у у 
—=0, —— =0; 
9х 9Уо 

отсюда следует, что касательная плоскость к поверхности $ в точке /И0 

< координатами (ху, Ус, 20) должна быть параллельна плоскости ху. Для 

того чтобы эта точка соответствовала максимуму или минимуму, необхо- 
димЭ, кроме того, чтобы вблизи точки Му поверхность $ была распо- 
ложена вся по одну сторону касательной плоскости; таким образом 
вопрос приводится к исследованию положения поверхности относительно 

„ее касательной плоскости вблизи точки прикосновения. 

Предположим, что мы перенесли начало координат в точку прикос- 

‘новения, и что касательною плоскостью служит плоскость ху; тогда 

‘уравнение поверхности примет вид: 


&==ах? -|- 2.ху-|р су? ахз -- ЗВх?у -- Зуху? | 83, (31) 


ле а, 6, с — постоянные, и а, В, |, 6 — функции от х, у, остающиеся 
конечными, когда х и у стремятся к нулю. Это уравнение, в сущно* 
‚сти, тождественно с уравнением (25), в котором ху, У) заменсны ну- 
лями, айн Е — переменными хи у. 

Что5ы узнать, расположена ли поверхность 5 вблизи начала коор- 
динат вся по одну сторону плоскости ху, необходимо исследовать ли- 
нию пересечения этой поверхности плоскостью ху. Но эта линия пе. 
ресечения представлена уравнением 


ах? -|- 26ху -- су? аз... =0 (32) 


и имеет в начале координат двойную точку. Если 6? — ас отрица- 
‘тельно, то начало есть двойная изолированная точка ($ 42); в этом случае 
‘уравнение (25) не имеет иного решения, кроме х == у = 0, пока точка (х, у) 
остается внутри круга С достаточно малого радиуса г с центром в на- 
чале координат. Левая часть этого уравнения при перемещении точки 
(х, У) внутри этого круга сохраняет постоянный знак. Таким образом 
все точки поверхности 5, проектирующиеся внутри круга С, за исклю- 
чением начала, расположены по одну сторону плоскости ху. В этом 
«лучае Г(х, у) имеет максимум или минимум. Часть поверхности $ вблизи 
начала координат аналогична части сферы или эллипсоида. 

Если 52 —-ас>0, то линия пересечения поверхности $ с касатель- 
ною плоскостью состоит из двух различных ветвей С\, С, кривой, про- 
ходящих через начало; касательные в начале координат к этим двум 
ветвям представятся уравнением | 


ах? -|- З0ху-- су? = 0. в 


Рассмотрим подвижную точку (х, у) вблизи начала координат. Когда 
‘эта точка пересекает одну из ветвей кривой С:, С., то левая часть 
уравнения (25) меняет. знак, переходя через нуль. Таким образом, если 
жаждой области. плоскости вблизи начала мы припишем знак левой ча- 
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сти уравнения (25), то будем иметь распределение знаков, сходное 
< изображенным на’ черт. 4. Среди точек поверхности, проектирую- 
щихся на плоскость ху внутри круга с’ центром в начале, как бы ни, 
был мал радиус этого круга, непременно одни точки будут находиться 
над плоскостью ху, а другие — под плоскостью. Относительно своей ка-: 
<ательной плоскости поверхность расположена подобно однополостному 
типерболоиду или гиперболическому параболоиду. Функция Х(х, м) не 
имеет в начале координат ни максимума, ни минимума. , 

В случае 6? — авс ==0 линия пересечения поверхности с касательною 
плоскостью имеет в начале координат точку возврата; это тот случай, 
который мы оставили выше без рассмотрения. Если в этом случае ли- 
чия пересечения состоит из двух 
различных ветвей, проходящих 
через начало, то нет ни макси- 
мума, ни минимума, так как по- 
верхность опять пересекает свою 
касательную плоскость. Но, если 
начало координат есть двойная 
изолированная точка, или если ли- 
ния пересечения состоит из двух 
сливающихся ветвей, то Х{(х, у) 
имеет максимум или минимум. 

Чтобы узнать, какой из двух 
<хлучаев имеет место, необходимо 
принимать в соображение значения Черт. 4. 
птроизводных третьего и четвертого 
порядков, а иногда даже и значения производных высших порядков. Следующее 
исследование, по большей части достаточное в приложениях, относится только 
* самому общему случаю. Если 6? —ае==0, то, продолжая разложение Тейлора 


до членов четвертого порядка, мы можем представить уравнение поверхности 
в виде; 


(4 
| ЕЛ = Абешо — уве-ь + (У =. (33) 
24\ 9х ду/ ву 
Поедположим лля определенности, что А`>0. Для того чтобы поверхность 8 
вблизи начала координат была расположена вся по ощну сторону плоскости ху, 
необходимо, чтобы все линии пересечения этой поверхности с плоско- 
стями, проходящими через Ол, были расположены вблизи начала с одной и 
той же стороны плоскости хОу. Но, если мы пересечем поверхность плоскостью 


у=х 
то получим уравнение кривой пересечения, положив в уравнении (33) 
Х=рсозф, Уу—р п? 
{осями служат О2 и след секущей плоскости на хОу); это дает: 
&-= Аб? (с0$ ф п ® — с05 ® эп $)? -- Крз -- [2% 
причем К обозначает коэфициент, не зависящий от р. Если № ® 2 т» то, при 
бескоиечно малых значениях р, 2 будет положительно; следовательно, вблизи на- 


чала координат все эти сечения будут расположены над плоскостью ху. Пересе- 
чем теперь поверхность плоскостью 


У=х в о; 


если соответствующее значение К не равно нулю, то разложеиие 2 будет иметь 


ВИД: 
2==2 (К) 
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и будет менять знак вместе с р. Стсюда следует, что линия пересечения поверх , 
ности с упомянутою плоскостью имеет в начале координат точку перегиба и пере- 
секает плоскость ху; следовательно, функция }(х, у) не имеет в начале коорди- 
нат ни максимума, ни минимума. Это будет в том случае, если кривая пересече- 
ния поверхности с ее кабательною плоскостью представляет точку возврата пер- 
вого вида, как, например, у поверхности 


= у — м. 


Если для рассматриваемого сечения К==0, то мы продолжим разложение до 
членов четвертого порядка и получим для 2 выражение вида: 


2 — 2 (К: + =), 


где К; есть постоянное, выражение которого через производные четвертого порядка 
может быть легко получено. Мы предположим, что А: не равно нулю. При беско- 
нечно малых значениях р, 2 имеет знак Ка. Если К: отрицательно, то вблизи начала 
координат линия пересечения расположена под плоскостью ху; для 2 опять нет 
ни максимума, ни минимума. Это имеет место, например, для поверхности 2 = 
== У? — х4, линия пересечения которой с плоскостью ху состоит из двух парабол 
у = += 42. Таким образом мы видим, что, если не будет одновременно К=0, 
К: > 0, то продолжать вычисления бесполезно; можн› утверждать, что вблизи 
начала координат поверхность пересекает свою касательную плоскость. 

Если одновременно К =0, К, > 0, то все кривые сечения поверхности пло- 
скостями, проходящими через Ог, будут вблизи начала координат расположены 
над плоскостью ху. Но этого еще недостаточно, чтобы можно было утверждать, 
что поверхность не пересекает своей касательной плоскости, как это показывает 


пример поверхности 
2=—(у— л?) (у— 2х3), 


пересекающей свою касательную плоскость по двум параболам. из которых одна 
лежит внутри другой Для того чтобы поверхность не пересекала своей каса- 
тельной плоскости, необходимо еще следующее условие: если мы пересечем эту 
поверхность произвольным пилиндром, проходящим через 02, с образующими, 
параллельными О2, то кривая пересечения должна быть. расположена над ило- 
скостью ху. Пусть будет у= (х) уравнение следа зтого цилиндра на плоскости 
ху, причем при х=0 функция $(х) равна нулю. Функция’ Р (*) = } [х. $ (*} 
должна иметь минимум при х—=0, каков бы ни был вид функции $ (х). Для 
упрощения вычислений мы предположим, что оси координат выбраны таким об- 
разом, что уравнение поверхности имеет вид: 


2 = Ау (у -+..., 
где А — положительно. При этой системе осей мы будем иметь для начала коор- 


вы мои ми зу му 
73 74 7 
—0, =0, — 0, = 0, 
9х0 ду 9х2 3х0 дуо 9,2 5 


> 0. 


Производные от Р (х) будут иметь следующие выражения: 


9 
ет, 


к" (= ин ых (а) в 


м Иа и ’ у О 
3— „И _ РРР , 
а, (х) + дя 9$ в {х) 
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3 Е. 
а о оы 
о с» У 
6 —— 12 6 " 
аа * $" я 
аи + г. ня ани им (9. 
3х ду 


При х= у==0 эти руны дают: 
Р0=0 — =35 ие. 


Если $’(0) не равно нулю, то функция Ри при х-=0 имеет минимум, 

что можно было предвидеть на основании предыдущего исследования. Если же 
4' (0) =0, то 

Е' (0) —=0, КР” (0) —0, РЁ" (0) = 1 

9% 


Во боя" 0) ЗА В. 


9х м 9х2 д ду? 
98; 
Чтобы Р (х) имела минимум, В должно быть равно нулю, и кроме того 
х 
0 


‘трехчлен второй степени по $” (0) 


3 
3, ор 
ха а ду 


лолжен быть положительным при всяком значении $” (0). Легко показать, что эти 
условия не удовлетворяются Для только что рассмотренной функции 2 — 
‚— у? — Зл2у -- 2х4, тогда как они удовлетворяются для функции 2—9 -{- 4. 
И действительно, эта последняя поверхность вся расположена над ‚плоскостью ху. 

Не будем продолжать этого исследования, которое для полной строгости по- 
требовало бы очень тонких соображений, ноэтому отсылаем читателя, желающего 
‘подробнее ознакомиться с этим предметом, к основному мемуару Людвига Шеф- 
фера (1иачиа Зсней:т), Мафетайзсие Аппа[ел, т. ХХХ\У, 

47. Функции трех переменньх. Пусть будет и=—/(х, у, 2) непрерыв- 
ная функция трех переменных х, у, 2. Эта функция Х(х, у, 2) имеет ма- 
ксимум или минимум при.системе значений Хо, Уз, 20, если можно найти 
такое достаточно малое положительное число я чтобы разность 

АУ (жи, А 20 + 1) —Л(%о, У, 2%), 
‘обращающаяся в нуль при А=А==/=0, сохраняла постоянный знак 
при всех других значениях Й, А, [, меньших ц по абсолютной вели- 
чине. Если мы предположим, что только одно из трех переменных х, у, 2 
получило приращение, а два других переменных будем временно рас- 
‹матривать как постоянные, то найдем попрежнему, что и не может 
иметь ни максимума, ни минимума, если одновременно не будет 

'9 3 :9А 
у —=0, у. —0, ——=0, 


‘9х, ЗУ _ 


причем, разумеется, необходимо, чтобы эти производные были непре- 
рывны вблизи значений ху, \‹, 2. Предположим, что мы нашли систему 
решений х,, У», 20 этих трех совместных уравнеиий. Пусть будет М 
точка пространства с координатами (хз, Ус, 20). Функция } имеет ма- 
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ксимум или минимум, если можно найти такую сферу с центром в М, 
чтобы разность Х(х, у, 2) —1(%, Ус, 20) сохраняла постоянный знак для 
всех точек х, у, 2 внутри этой сферы, кроме точки Му. Представим 
координаты какой-нибудь точки, близкой к М, через 


Х=ж +01, УВ, 2= НЫ, 


где а, 8, | связаны соотношением &?-|- 8? -|- у?—=1, и заменим в раз- 
ложении Г(х, у, 2) по формуле Тейлора разности х— хи, у— У, 2 
через ра, 08, 0]. Мы получим: 


А = р? [$ (а, 5-2, 


где $ (а, В, |) обозначает квадратичную форму по а, В, {, коэфициенты 
которой ‘суть производные второго порядка от Х(х, у, 2), и [. — функ- 
цию, остающуюся конечною вблизи точки Му. Устраняя тот частный 
случай, когда дискриминант квадратичной формы ф (а, В, 1) равен нулю, 
мы можем представить эту форму в виде суммы квадратов трех раз- 
личных линейных функций от @, В, }, умноженных на постоянные мно- 
жители. Таким образом мы будем иметь: 


ф (а, 8, у} =аР? ар -- а’Р"?. 


Если коэфициенты а, а', а” имеют одинаковые знаки, то квадра- 
тичная форма $(а, В, у) остается по абсолютной величине большею 
некоторого минимума, когда точка а, В, { описывает сферу 


вет 
и следовательно, А сохраняет знак коэфициентов а, а', а", если р 
меньше некоторого предела. Таким образом функция ХД(х, у, 2) имеет 
максимум или минимум. 

Если коэфициенты а, а', а” не имеют одинаковых знаков, то нет ни 
максимума, ни минимума. Предположим, например, а >> 0, «'< 0; возь- 
мем для а, В, ] значения, удовлетворяющие соотношениям Р’=—0, 
Р"—0. Эти значения не обращают в нуль Р, и, при достаточно. 
малых значениях р, А будет положительно. Напротив, если мы возьмем 
для а, В, {| значения, удовлетворяющие соотношениям Р==0, Р”=—0, 
то, при малых значениях р, А будет отрицательно. 

Изложенный метод исследования ‘остается одним и тем же при вся- 
ком числе независимых‘ переменных, и главную роль в нем всегда играет 
изучение некоторой квадратичной формы. Можно заметить, что в слу- 
чае функции трех независимых переменных и== }(х, у, 2) задача при- 
водится к изучению характера поверхности вблизи ее особой точки. 
В самом деле, рассмотрим поверхность У, представляемую уравнением: 


Б(х, у, г) = (х, у, 2) —У(ж» У, 20) ==0. 


Эта поверхность, очевидно, проходит через точку Му с координатами 
(хо, Уз, 20), и если функция }(х, у, 2) имеет максимум или минимум, то 
точка Л есть особая точка поверхности У. Если конус касательных 
в /\ — мнимый, то, как мы видели, Ё(лх, у, 2) сохраняет постоянный 
знак внутри сферы достаточно малого радиуса с центром Му; следо- 
вательно, Г(х, у, 2) действительно имеет максимум или минимум. Но, 


20 
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если конус касательных — действительный или распадается на две дей- 
ствительных различных плоскости, то существует несколько полостей 
поверхности, проходящих через точку М, и Р(х, у, 2) меняет знак, 
когда точка (х, у, 2) при своем движении пересекает одну из этих по- 
лостей. 

48. Расстояние точки от поверхности. Пусть требуется найти наибольшие 


и наименьшие значения расстояния от данной точки (а, 6, с) до поверхности $5,. 
представляемой уравнением РГ (х, у, 2) = 0. Квадрат этого расстояния 


и - (ха -(у— - (2— 6 


есть функция только двух независимых переменных, например хи у, так как. 
мы можем рассматривать 2 как функцию от хи у, определяемую уравнением, 
Е==0. Если и имеет максимум или минимум для точки (х,у,г) поверхности, то’ 
для координат этой точки должно быть: 


1 ди 32 
ии 9) +-@2-—09 = 
1 ди д2 
И у —е 0. 
оу (УуО-+е 9, 


С друхой стороны, из уравнения Е =0 имеем: 
9 +97 92 | 9Е 9292 | 
дх дд ду 929 ’ 


и предыдущие соотношения обращаются в 
ха _ ув 2-С 
Е Е в’ 
9х ду 92 


Эти уравнения показывают, что нормаль к поверхности $ в точке (х, у, 2} 
прохолит через точку (а, 6, с). Оставляя в стороне особые точки поверхности 5,. 
мы видим, таким образом, что искомые точки суть основания нормалей, олущен- 
ных из Точки (а, Ь, с) на поверхности $. Чтобы решить, действительно ли 
олна из этих точек соответствует максимуму или минимуму, мы примем эту 
точку за начало координат, а касательную плоскость в этой точке — за плоскость 
ху, так что данная точка (а,2,() будет лежать на оси О2. Тогда наша функция 
примет вид; 

их у (2—2), 


где 2 есть функция от х, у, равная нулю вместе со свонми производиыми пер- 
вого порядка при х=у==0. Обозначая через и, 5, частные производные второго. 
порядка от 2, мы будем иметь для начала координат: 


92и 92и 92и 
— И 0 Ио (1 
= 2 (1 — с/), к ду 65, { сё), 


ду? =. 
и задача приводится к исследованию знака многочлена 
А (с) == 6252 — (1 — с") (1 — сё} — 62 (58 — м) + (и Ве—1. 


Вследствие тождества (г-+ 1) 4 (52 — #1) —452 |- ("—1)? корни уравнения 
А (с) =0 ‘всегда действительны. В зависимости от знака 5? — 7Ё нам надо будет 
различать здесь несколько случзев. 

Первый случай. Пусть 52 — <. 0. Уравнение А (с) =0 имеет два корня с 
и с. с одинаковыми знаками, и мы можем написать А (с) — (58 — #1) (е — 61} (с—сэ). 
Отметим на оси 2 две точки А;, А, с кординатами с1, со: эти две точки располо- 
жены по одну сторону от начала, и предполагая ги Ё положнтельными, что 
всегда возможно сделать, мы найдем, что обе точки лежат на положительной. 
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„части оси О2. Если данная точка А (0, 0, с) находится вне отрезка А! Ао, то 
.В (с) ‘отрицательно, и расстояние ОА будет максимум или минимум Чтобы узнать, 
какой из двух случаев имеет место, необходимо обратиться к знаку 1 — с/. Этот 


коэфициент обращается в нуль только при значении с — ; › заключающемся между 1 


1 52 . 
.И с» Так как А (;) =». Но, при с=0, 1 —с/ положительно, следовательно, 


1 — сг положительно, если точка А находится ло одну сторону с началом отно- 
«ительно отрезка А;4, и расстояние (/А будет минимум. Напротив, ОА будет 
максимум, если точка А расположена по другую сторону, чем начало координат, 
относительно отр-зка А.А». Если точка А находится между точками Ар и Ао, то 
расстояние не будет ни максимум, ни минимум. Случай, когда точка А совпадает 
„с А, или с А, — сомнительный и требует особого выяснения. 

В»ьорой случай. Пусть 5 — гЁё > 0. Из корней с1 и со уравнения А (0 =0 
‚один будет положительным, другой — отрицательным, и точки 2., А» будут рас- 
положены на оси О2 по разные стороны от начала координат. Если точка А не 
‚лежит между А, и Ао, то А(5) положительно, и нет ни максимума, ни минимума. 
Если же точка А лежит между А: и А», то А (2) отрицательно, 1-—- с" положи- 
тельно, и следовательно, расстояние ОА будет минимум. 

Третий случай. Пусть 52 — 7 ==0. Тогда А (с) = ("В (с —с1). Подобно пре- 
дыдущему мы найдем, что расстояние ОЛ будет минимум, если точка А распо- 
‚ложена г0 одну сторону с началом относительно точки А; с координатами 
{0, 0, с1), и не будет ни максимума, ни минимума, если точка А; находится между 
точкою А и началом координат. 

Точки Ари А. имеют основное значение в изучении кривизны; это — глав- 
ные центры кривазны поверхности $ в точке О. 

4). Максимум и мивимум неявных функций. При изыскании ма- 
ксимумов нли минимумов функций многих переменных часто случается, 
что эти переменные связаны одним или многими соотношениями. Пусть 
‚будет, например, & —(х, у, 2, и) функция четырех переменных х, у, г, и, 


‚которые должны удовлетворять двум соотнощениям: 


Л: (Х; у, 2, и) =0, Л, (х, у, 2, и) =0. 

Для определенностн мы будем рассматривать х и у как два неза- 
‘висимых переменных, аси ий как функции от х и у, определяемые 
предыдущими соотношениями. Необходимые условия того, чтобы ® было 
‚максимум или минимум, будут: 


3 9/92, 9 ди 919/32 ди 
о и 0 — 
9х | 32 ух Рам ах у 7 дг ду Та зу у 
Причем частные производные 52 92 ди 9 определяются из соот- 
р р м ух’ у’ эх’ ду ОПР 
ношений: 
ОА У, 2, Зы 
Л ТП = 0, 2 т 0, 
эх Ра 3х -- ди 9х ри. 92 хи дх 
у, у д2 | зи р ААА 
—0 2 2 2 —0. 
у 2 ду изу ' У 82 ду а ду о 
9и 92 ди 


92 
Исключая из этих шести уравнений 


хх’ ду’ ду’ М" ПРИХо- 


‚дим к следующим двум соотнощениям: 


ВИЛЛ) о Бу Л, —0. (34) 


(хи °’ Бри) 
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Эти уравнения вместе с уравнениями А ==0, р =0 определяют зна- 
чения х, у, 2, и, соответствующие максимуму или минимуму функции ®. 


Но уравнения (34) показывают, что можно найти для Х и Ц такие зна- 
чения, чтобы было 


м Ао ММ и |] 
Рак Их Ау вау =) | (35) 
м и, мо [ 
= \ ву: ==0, ди | А РР = } 


`Следовательно, условия (34) можно заменить четырьмя уравнениями (35), 
рассматривая } и | как два вспомогательных неизвестных. 


Доказательство общей теоремы очевидно, и мы можем дать следу- 
ющее правило: 


Если дана функция 
хо ХХ) 


от п переменных, связанных й различными соотношениями 
$ =0, 9, =0,..., фь==0, 


то, чтобы найти те значения х., х.,,..., х„, которые обращают 
эту функцию в максимум или минимум, нужно приравнять нулю 
частные производные вспомогательной функции 


и 


рассматривая \,, \,,..., \, как постоянные. 

`50. Общие замечания об абсолютвых максимумах и минимумах. Чтобы 
определить абсолютные максимум и минимум непрерывной функции 
в определенной области, включая ее границы; нужно иметь в виду не- 
которые замечания, в важности которых нетрудно убедиться. Возьмем, ° 
например, функцию одного переменного Х(х), определенную в интер- 
вале (а, 5); она может достигнуть макснмального значения или мини- 
мального значения во внутренней точке С этого интервала, между тем 
как условие обращения в нуль производной не выполняется. Если про- 
изводная /'(х) разрывна при х==е, то, если она ‘меняет знак, этого 
достаточно, чтобы функция имела максимум или минимум; так, 

3 


функция у==х* имеет минимум при х==0, между тем как произ- 
И 


водная Хх 3 обращается в бесконечность при этом значении х. Это 


значение распространяется, очевидно, на функции произвольного числа 
переменных. Пусть, для определенности, ® ==Х(х, у) — функция двух 
переменных хи у, непрерывная в области 0. Ранее данные правила, 
позволяющие узнать, соответствует ли внутренняя точка (ху, У‚) этой 
области максимуму или минимуму, существенно предполагают, что про- 
изводные / до третьего порядка сохраняют конечные значения вблизи 
этой точки. Но может случиться, что функция ® достигнет максимума 
или минимума во внутренней по отношению к области О точке (ху, Уз), 
8 5. Гуроа, т. Бч. 1. 
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где эти условня уже не будут выполнены, например в точке, в которой 
производные „Л, разрывны*. 

Может также случиться, что рассматриваемая функция достигает 
максимального или минимального значения в точке, принадлежащей 
границе области; к этому случаю общие правила, очевидно, не могут 
быть применимы. Допустим, например, что нужно найти кратчайшее 
расстояние заданной точки Р с координатами (а, 0} от окружности С 
радиуса Ю, имеюшей центр в начале координат. Беря за независимое 
переменное абсциссу х точки М окружности С, имеем: 


22 — РМ? = Ю?-|- а? — Зах. 


Применение общего правила привело бы к разысканию корней урав- 
нения 2а —=0, что является абсурдом. Мы легко можем объяснить этот 
результат, если заметим, что по самой природе вопроса переменное х 
может изменяться лишь от —А до - Ю. Если а положительно, то 4? 
имеет минимум при х==А и максимум при х=— А. 

Таким образом в каждом частном случае представляется необхо- 
димым специальное исследование, относящееся к границе области. Но 
это исследование становится бесполезным во всех случаях, когда рас- 
сматриваемая область не имеет границ. Мы можем сказать, что вся- 
кая замкнутая поверхность является областью двух измерений, не 
нмеющей границ, Для определенности возьмем сферу радиуса А и 
предположим, что прямоугольные координаты точки этой сферы выра- 
жепы через географические координаты: 


х=Ю 316059, у=Азш@зшф, 2==Юс036. 


* Пусть, например, УХ = Из $ (х, У), где функция $ непрерывна, так 

же как ее частные производные до второго порядка, вблизи начала координат. 
' ' 

Так как частные производные Х,, /, разрывны при х==у=0, то мы не можем 


применить общее правило, чтобы узнать, имеет ли ! максимум или минимум 
в начале координат. Предположим, что в области этой точки 


з=ах ву. .., 


причем члены, которые не написаны, по меньшей мере второй степени. Если мы 
положим, как в $ 45, х=рсоз®, у==рэушо, то получим: 


= р(1-- 2605 ® -- В п ®) -{- р? Р (о, «), 


где функция Р остается конечной в области начала координат. 

Мы видим, каки в $ 45, что, если 42 -р #2 < 1, коэфициент при р остается 
больше некоторого положительного минимума, и/ имеет минимум в начале коор- 
динат. Если @-- > 1, то коэфициент при р меняет знак, и функция не имеет 
в начале координат ни максимума, ни минимума. Случай, когда а? -- 62 == 1, пред- 
ставляется неопределенным. Интересный пример представляет задача разыскания 
такой точки М плоскости, сумма МА -|- МВ | МС расстояний которой от трех 
точек плоскости была бы наименьшею. Если все углы треугольника АВС 
меньше 120°, то точка М есть точка, из которой все три стороны АВ, ВС, 
СА видны под углами, равными 1205; если один из углов, например А, больше 
120°, то точка М совпадает с точкой А, и в этой точке частные производные 
функции разрывны. Нетрудно убедиться в том, что предшествующее правило мо- 
жет быть применено, если взять точку А за начало координат, 
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Всякой функции, которая имеет единственное значение в каждой 
точке сферы, соответствует функция ® ==/(9, 9) двух переменных 0 и +, 
имеющая период 2п по отношению к каждому из этих переменных. 

Если эта функция непрерывна и имеет непрерывные частные произ- 
водные при всех значениях фи 9, то ясно, что пары значений 9 их, 
при которых эта функция имеет максимум или минимум, принадлежат 

„ 95 90 
к числу решений системы уравнений =) ю = 

51. Максимальное значение одного определителя. Допустим, что нужно 

найти максимум абсолютной величины определителя 
ана... 
А | @ Во 62...Б5 (36) 


ая ви Сп. т 
причем известна сумма квадратов элемептов каждой строки. Задача сводится 
к разыскапию максимума или минимума фупкции А от 1? переменных ау, 6; <,..., 
связанных п соотношениями 
2 212 о ; 
ас: +... =Н, @--Ь2,...,п), (37) 
где Н, — ганные положительные постоянные. Область, определенная указанным 
образом, не имеет границ, так как мы можем рассматривать @/, 6, с;,....: Как 


коордипаты точки гиперсферы радиуса ИН; в простраистве и измерений. 
Предположим, что А разложен ио элементам 2-й строки: 


А=Ам,-- В |... 2 (33) 


мы должны искать максимум или минимум фупкции А я переменных ау, бу, бурь... ,(ы 
связанных соотношением (37). Применение способа миюжителей ($ 49) тотчас же 
приводит к условиям: 

ии И (39) 
А; В Н 


Пусть @в, бь, Си, ..., к — элементы другой строки А. Мы имеем: 
Аак -- ВФ... + [Ив =0, 
и следовательно, на осиовании соотислисний (39) 
а -|- об -- ... -- Ик = 0, (40) 


если 152. Отсюда мы заключаем, что определитель А может иметь максимум 
пли минимум только в том случае, если это ортогональный определитель. 

Если условия (40) удовлетворены, то квадрат А есть определитель, все элс- 
менты которого равиы нулю, за исключением элементов главной диагогали, ко- 
торые соответственно равны Н,, Н.,..., Ни. Мы имеем, следовательно, в этом 


случае: 
№=Н,,Н,,...,Нь, 


й следовательно, максимум абсолютной величины определителя ССТЬ 
ИН, МН»... 


Примечание. В случае, когда л = 3, А представляет объем параллеле- 
пипеда построенного на отрезках ОД!, ОЛ», Ойз, соединяющих иачало коордииат 
с точками А, (а,, 61, с1), Аэ(аз, 65, сэ), Аз(аа, 83 , сз). Полученный результат прел- 
ставляет собою, следовательно, не что иное, как обобщепие следующей теоремы 
геометрии: из всех параллелепипедов, построенных на данных трех ребрах, 
тот, который имеет наибольший объем, есть прямоугольный. 


116 ГЛАВА Ш. НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ $ 51—52 


Так как мы можем придать этому параллелепипеду бесконечно много поло- 
жений в пространстве, не изменяя ее вершины О, то мы видим, что максимум, 
полученный для А2, есть максимум в широком смысле. 


Пусть А — какой-нибудь определитель порядка 7; обозначая через: а;, В;,...,{ 
элементы {-Й строки, мы, на основании предыдущего, имеем неравенство: 


141 УИ @+И+... +ВИ &+8+...+8...У @+й+... 42. 9 


Если абсолютные величины всех элементов А не превосходят некоторого 
положительного числа М, то мы имеем, следовательно, и подавно * 


[41 = УияМа. (42) 


Ш. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ОПРЕДЕЛИТЕЛИ. 


52. Основное свойство. Как мы видели, функциональный опреле- 
литель играет важную роль в теории неявных функций. При всех дока- 
зательствах мы исходили из предположения, что некоторый определитель 
Якоби не равен нулю. Если даны п функций, зависящие от п незави- 
симых переменных, непрерывные и допускающие непрерывные частные 
производные первого порядка, то якобиан этих функций обладает свой- 
ствами, аналогичными свойствам производной. Например, чтобы функция 
одного переменного х обращалась в постоянную, необходимо и доста- 
точно, чтобы ее производная была тождественно равна нулю. Вот соот- 
ветствующая теорема для якобиана: 

Пусть будут и, 1,...,Ив И функций от п независимых пере- 
менных х,х,,...,^„. Чтобы между этима п функциями сущест- 


вовало соотношение п(и,и,...,и,)==0, не содержащее переменных 
Хх, х,,....Х,, Необходимо и достаточно, чтобы функциональный 
О (и, и, ..., Ин) 


определитель т) и. , х,) был равен тождественно нулю. 


1} Условие необходимо. Рассмотрим для определенности три 
функции от трех переменных: 


Х==л(х, У, 2), У=(х, У, 2), В == А(х, У, =), (43) 


непрерывные и лопускающие непрерывные производные, 


что якобиан 
(Л , В) 
Б(х,,х,, 3) (44) 


и допустим, 


не равен тождественно нулю. Пусть, в частности, (ху, Уд, 20) — система 
значений Хх, у, 2, при которой этот определитель отличен от нуля; 
пусть Ху, Из, 2о — соответствующие значения Х, У, 2. Согласно общей 
теореме $ 88, можно найти такое положительное число Йй, что каждой 
системе значений ЛХ, У, 2, удовлетворяющей условиям 


Х—й<=Х<Х-й, У—й= Уи, б—й=2= 27-й, (45) 
*# Эта теорема принадлежит Адамару (Надатаг4) (ВиЦШеНп 4ез $епсез 


тайётайдиез, 2-я серия, т. ХУН, 1893). Доказательство, приведенное в тексте, 
принадлежит Виртингеру (\УиНпеег) (154., 1908). 
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соответствует система значений х,‚у,2, удовлетворяющая уравнениям (43). 
Так как в указанной области значения функций Л, Л, могут быть 
выбраны произвольно, между этими функциями не может сущест- 
вовать никакого соотношения Е(Х, У, 2) =0. 


Примечание. То же рассуждение показывает, что не может суще- 
ствовать соотношения между двумя функциями Х и Я, если три якобиана 
2% РУ ВХ) не равны нулю тождественно. Вообще, для того 
Р(е, у)’ Роз’ РЕз Р у 


чтобы и функций и!, из,.... ии от п-Ёр независимых переменных хи, хо, ..., Хи+р 
были связаны одним соотношением, необходимо, чтобы все функциональные 
определители 


Ре, ИУ чу Ни) 
Б(ха, ‚ха, , 1.» Мл) 
были тождественно равны нулю; здесь указатели ч:,9,..., а, представляют 


любые л чисел из п-- р начальных целых чисел. 


2) Условие достаточно. Рассмотрим систему четырех функ- 
ций от четырех независимых переменных: 


Х=л (х, У, =, $), 
Ул (ху, 2,1, 
2 =), (х, у, 2,1), 
Т= Л, (х, у, 2,0), 


(46) 


—_—- 


таких, что определитель 

м дом м 
дх ду 92 9 
од м 
де ду 92 \ 
о %: 9 
9х ди 942 94 
да ми, 
9х ду 9 М 


равен нулю тождественно. Предположим сначала, что один из миноров 
Вл, Л, Л) 
О (х, у, г) ° 
нулю. В этом случае из трех первых уравнений (46) можно найти, раз- 
решая их относительно х, у, 2: 

х==: (Х, У, 7,1, у=х, (Х, У, 7,6, 2—4.(Х, У, 2,1, (41) 
‚ откуда 


первого порядка, например 6 = не равен тождественно 


Г=Л (91, Фо, 9, В = Б(х, у, 2,8. (48) 
Мы докажем, что эта функция Р не содержит переменного &, т. е. 


92 
что мы имеем тождественно Е =. В самом деле, 


38 __ 9 921 Эл. 9% ЫЙ 993 91, . 
9% 9х % Роу ма, 
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> 


9 94 9$: 
8’ 9’ 9 
дапы при помощи трех соотношений: 


по частные производные от неявных функций $, ф., $. 


ЭЛ 9 99 | 97993 | ЭЛ ) 

9х Ру РЕ Га —% | 

9. 991 9 945 9 оси и 

аа Ру Ри о, (50) 
93 5: | У о. | 

9х 4% ду 6 92 4 


Соотношения (49) и (50} представляют систему четырех уравнений 


9: 3 $ 92 Е 
Та, 92, 93, —, Из них легко найти значение — ; 
91 9 3 9# 92 

в самом деле, прибавляя к элементам последнего столбца определителя А 


9 
элементы первого столбца, умноженные на т, элементы второго, умно- 
945 943 


женные на ми элементы третьего, умноженные на у › МЫ получим, 
< 


относительно 


в силу соотношения (50), А. Так как 6 не равно нулю, необ- 


ходимо, чтобы Ё не содержало переменного #; следовательно, между 
четырьмя функциями Х, 7, 2, Т существует соотношение вида: 


Т=Е(Х, И, 2). 


Можно заметить, что между этими четырьмя функциями не сущест- 
вует иного соотношения, не зависящего от х, у, 2, #. Иначе можно было 
бы вывести соотношение между Х, У, 2 и, следовательно, минор 6 был 
бы равен нулю. 

Перейдем теперь к случаю, когда все миноры первого порядка опре- 
делителя А тождественно равны нулю, но по крайней мере один из 


Ри, ^) 


Ь(х, У) 
дественно. 
Из двух первых уравнений (46) получаем: 


х= 9, (Х, У, 2,1), у==фь(Х, У, 2,0, 


миноров второго порядка, например д8' == ‚ не равен нулю тож- 


следовательно: 
=, ($, $, 2, == Е, (Х, У, 2,8, Т=Е, (Х, Г, 2,4. 


. ЗЕ 
Докажем, что, например, 5 = 0. Из трех соотношений; 


ЭР 99 у 9, ЭЛ 
а 9 ГГ, 
—_ 8941 | 379, Л, 

9х 9 7 ду 9 та 
Е | ЗА №. ] у 
ах а ду ГЕ? 
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получаем тем же путем, как в предыдущем рассуждении, соотношение: 


Е 
Б(х, у, 9 ' 
следовательно, 
92, __ 
—; = 
Точно так же найдем: 
3А 0 Эа ЭР. 
32 р 8 — 


Таким образом в этом случае существуют два различных соотноше- 
ния между четырьмя функциями Х, У, 2, Т: 


2=2, (Х, У), 
ТР, (Х, У. 


Между Х, У, 2, Т не может существовать никакого третьего соот- 
пошения, отличного от этих двух, так как в противном случае мы вы- 
вели бы соотношение между Хи Уи должны были бы иметь 2%) = 0, 

Р (х, у) 
что противно положению. 

Наконец, если бы все миноры второго порядка якобиана 


2(Ё., Е, Ех, Ё,) 
2 (х, у, г, #) 


были равны нулю, но четыре функции Х, У, 2, Т не были бы постоян- 
ными, то мы увидели бы подобным же образом, что три из этих функ- 
ций суть функции четвертой. Приведенное рассуждение, очевидно, имеет 
вполне общий характер. Если определитель Якоби для п функций Р,, 
Ё,,...,Ё, от п независимых переменных х:, х,,..., х, равен нулю, 
равно как и все его миноры о я— х-- | строках, но по крайней мере 
один из миноров о п—г строках отличен от нуля, то существует 
г различных соотношений между п функциями, и г из этих функ- 
ций могут быть выражены через и— г остальных, причем между этими 
последними не существует никакого отношения, не содержащего пере- 
менных №], М... Ха. 

Мы предоставляем чнтателю доказать следующее предложенне, кото- 
рое может быть установлено подобным же образом. 

Для того чтобы п функций от п-- р независимых переменных 
были свазаны соотношением, не содержащим этих переменынх, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы все определители Якоби от этих п 
функций относительно п любых из независимых переменных были 
тождественно равны нулю. В частности, для того чтобы две функции 
Е; (хх, ..., х,) и Р, (хьх».... №.) были функциями одна дру- 
гой, необходимо и достаточно, чтобы соответствующие частные произ- 
Б, 
у 


водные 


< 
в —? были пропорциональны. 
Г 
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Примечание. Входящие в основную теорему функции Ру, Р»,..., Ри мо- 
гут зависеть, кроме того, еше и от некоторых переменных у, уз,..., У» ОТлИич- 
О (Е, В» ..., К) 
^^“ тождественно 
В (ж, Хи... у Хх») 
равен нулю, то функции Ау, Ро,..., Л, связаны одним или несколькими соотно- 
шениями, ие содержащими переменных хи, х.,....х,„; но остальные переменные 
Ув, У» ..., Ул» вообще, войдут в эти соотношения. 

Приложения. Предыдущая теорема весьма важна для анализа. Она 
позволяет, например, доказать основное свойство логарифма, не пользуясь его 
арифметическим определением. В самом деле, в начале интегральиого исчисления 
будет доказано, что существует функция, вполне определенная для всех поло- 
жительных значений переменного, которая прниимает значение нуль при х=-1 


- 1 
и производная которой равна -. Пусть будет /(х) эта функция; положим 


и=}(х) +} (у), 9=ху. 


ных от м, 2, ..., ЖыЕсли ‘определитель Якоби 


Мы имеем: 


Следовательно, существует соотношение вида 
<) ЕО) = у} 


чтобы определить функцию $, достаточно положить у=-{; это дает $} (х) == (х), 
и так, как х произвольно, то мы имеем: ° 
Л(х) +10) = (ху. 

Мы видим, какнм образом предыдущее определение логарифма могло бы привс- 
сти к основным свойствам логарифмов, если бы их открытие не предшествовало 

изобретению интегрального исчисления. 

Формула для производной функции от функции может также быть 
распространена на определитель Якоби. Пусть будет Р,, Р,,..., Е, 
система и функций от переменных и, и,,...,и„; предположим, что 
и, и,..., И, сами суть функции И независимых переменных ху, 
х›..., Хи. Мы имеем следуюшую формулу: 


В (Е, Р,...,Р,) _Б(Е, Рь..., Е) В (и, и, ... и) 
0 (хх, ..., м)  Б(и, и...) О (Ху хх) 
доказательство которой непосредственно вытекает из правила умноже- 


ния определителей и из формулы для производной от сложной функ- 
ции. Напишем оба определителя, стоящие во второй части равенства (51): 


‚ (650 


28 ав — ЭЕ, зи ди, ди, 
ди: 0, ``’ ди, Эх 9х,‘ `° ах 
ЗЕ, 98, ЭР, Зи: Зи, 9, 
ди ди, `` ди, а оах, 


переставив строки и столбцы второго. Первый элемент произведения 
равен 


ЭР, ди, | 98, ди, 


Е, Эи, 
диз дд" и, 9х; 


ди, 9х,’ 


Е... + 


3Р. 
т. е. равен хо, и то же самое получим для других. 
1 
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Формула, дающая производную от сложной функции, может быть 
распространена на функциональные определители. 
Пусть будут, например, Хи У две функции от трех переменных 
У 
х, у, 2, которые, в свою очередь, являются функциями двух независи- 
мых переменных и и 9. Мы имеем: 


р(Х, У) _5(Х, )Ь(х у БиХ, 0, 2) 4.2%, УБ{(2,х). 
Р(и, 5)  Б(х, у) Б(и, ъ) ТР, 2 (и, 5) ‘(2 х) Б(и, 5)’ 


легко доказать и обобщить эту формулу. 
Определитель Гессе. Пусть будет }(х, у, ) функция трех переменных 


х, у, 2; функциональный определитель от трех частных производных 5х, о, ы 
пазывается определителем Гессе (Неззе): 9 " 
92 92; 92/ 
д дхду дд2 
и м 4 
Эхду 9 дуб 
9 3 9 


де дх дудх 927 


Подобным же образом составляется определитель Гессе для функции от и пере- 
менных; роль его аналогична ролн производной второго порядка- от функции 
одного независимого переменного. Мы сейчас покажем, что этот определитель 
обладает замечательным свойством инвариантности. Предположим, что над пере-, 
менными х, у, 2 выполнена линейная подстановка: 


х=а Х-РУ-тА, \ 


у=аХ-+ РУ-т 2, (51а) 
2—а"Х + МУ- 1"2, 
где Л, У, 7 — новые переменные, а а, В, 1,..., 1” — такие гостоянные, что опре- 
делитель годстановки 
Вт 
А — а ' 
и" в" т 


отличен от нуля. После этой подстановки функция } (х, у, 2) обратится в новую 
функцию Р(А’, У, 7) от трех переменных Х, У, 7. Пусть будет Н (Х, У, 2) опре- 
делитель Гессе для этой новой функции; мы докажем, что если заменим х, у 2 
в й(х, у, 2) их выражениями (51а), то тождественно будем иметь: 


Н(Х, У, 2) = АЗВ (х, у, 2). 


Действительно, 
рае. 39] р ое, 
Н— (> 3/’92/ _ (5х 9’ 32/  Б(еуа 
О (Х, У, 2) Ш В (х, у, 2) О (Хх, У, 2) ` 
. 9 9 д 
Приняв на время —, —-, — за посредствующие переменные, мы можем еще 
9х ду 92 
написать: 
р(%. 7") ри. м. м) 
(3.22) (а ы _ Бву, 2) 


ИМ А Бе») БУ 
(>. ду’ №) 
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Но из соотношения РЁ (Х, У, 7) ==(х, у, =) находим: 


2 
99 А 94 
Таки! зе! 92’ 
и следователь, 
ЗЕ ЗЕ ЭР я 
р —, —,— ааа 
9 9 эл — , — 
в (5,55) ттт 
дх ду 92]. 
таким образом 
__ РБ (х, у, 2) __ : 


Очевидно, что эта теорема имеет вполне общий характер. 


Дадим приложение этого свойства определителя Гессе. Рассмотрим кубиче- 
скую бинарную форму: 


А (х, у) = ах? + Зьхзу -- Зеху? - 43, 


где коэфициенты а, В, с, 4 суть какие-нибудь постоянные количества. Пренебрс- 
гая числовым множителем 3.2 ==6, имеем: 


Е Ь 
в —= ай ран — (ас — 62) хз-р (аа — 66) ху Е а — с) э; 


таким образом определитель Гессе есть квадратичная бинарная фо: ма. Стбросим 
сначала тот частный случай, когда определитель Гессе есть точный квадрат; 
в общем случае этот определитель можно разложить на произведение двух раз- 
личных линейных множителей: 


й = (тх -- пу) (рх + 45). 
Если мы выполним линейную подстановку 
тх-| пу=Х, рх- У, 
то форма { (х, у) обращается в новую форму: 
В(Х, 7) = АХЗ -- ЗВХ?У -- ЗСХУ? -- ВУЗ, 
для нее определитель Гессе 
Н(Х, У) =(АС — В) №-- (АРр— ВС) ХУ-- (ВБ — 6?) 7? 


по только что доказанному свойству инвариантности должен принять вид КХУ. 
Поэтому коэфициенты 4, В, С, р должны удовлетворять двум соотношениям: 
В — АС—0, ВО — (8—0. 


Отсюда видио, что если один из двух коэфициентов будет отличен от пуля, то 
будст отличен и другой; таким образом в этом случае мы имеем: 


2 С? 
-- 3 
Е(Х, У) == с (В3Хз + ЗВ2СХЗУ -- ЗВСЗХУ? -- СЗУ) == хя я, 


так что Е(Х, Г), а следовательно, и }(х, +) будет точным кубом. Отбрасывая этот 
исключительный случай, мы видим, что В:--=С =0, и мипогочлеи Е (Х, У) приво- 
дится к каноническому виду: 

АХЗ -- ОУз. 
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Таким образом приведение формы {(х, у) к каноническому виду требуст 
только решения уравнения второй степени, которое мы получим, приравияв 
определитель Гессе нулю. Два множителя, на которые распадается определитель 
Гессе, и будут каноническими переменными Х, И. 

Если определитель Гессе есть точный квадрат, то полобным же образом мы 
найдем, что форма /(х, у) может быть приведена к виду АХз - ВХЗУ если опре- 
делитель Гессе равен тождественно нулю, то } (х, у) есть точный куб: 


Де, У) == (ах - Ву). 
У. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ. 


53. Общие замечания. Во многих вопросах анализа мы часто встрс- 
чаемся с необходимостью произвести замену независимых переменных. 
В подобных случаях мы должны уметь выражать производные, взятые 
по старым переменным, через производные по новым переменным. Мы 
уже затронули задачу этого рода при рассмотрении вопроса об инвер- 
сии. Для решения общей проблемы не требуется введения новых прин- 
ципов. Достаточно применить правила нахождения производных слож- 
ных и неявных функций. В тех случаях, когда имеется несколько 
независимых переменных, можно значительно упростить вычисления при- 
менением полных диференциалов, опираясь при этом на следующие 
замечания, которые мы выскажем, предполагая для определенности, что 
имеется три независимых переменных х, у, г. 

1. Пусть м, ®, ® — три независимые (т. е. не связанные никаким 
соотношением) функции переменных х, у, 2; между их полными дифе- 
ренцналами Ди, 4%, 4 не может существовать никакого соотношения 
вида 

Ади в ао уда =0, (52) 


если только коэфициенты \, в, у не обращаются одновременно в нуль 
В самом деле, приравнивая нулю коэфициенты при @х, 49, 4г в пред-. 
шествующем соотношении, мы имеем для определения ), м, у три одно- 
родных линейных уравнения, и определитель, составленный из коэфи- 
О (и, 9, ®) 

В (х, у, 2) ` 

2. Пусть ®, и, 9, в — четыре функции трех независимых перемен- 
О (и, ®, ®) 
; О (х, у, 2) 
выразить х, у, 2 в функции и, т, ®; подставляя эти значения х, у, = 
в выражение ®, мы получаем функцию 


циентов при *, м, у, есть не что иное, как якобиан 


ных х, у, 2, причем не равен нулю. Мы можем, обратно, 


@ — (и, 9, %) 


трех переменных и, %, ®. Если каким бы то ни было способом между 
полными диференциалами 4, Чи, 4х, 419, взятыми по отношению к не- 
зависимым переменным х, у, 2, получено соотношение вида 


40 —=Ра + 94-— Вав, 
то коэфициенты Р, ©, Ю соответственно равны частным производным 
функции Ф (и, ч, ®): 
9Ф ЭФ 


ь_® о __ 


“9. 
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В самом деле, мы знаем, что, на основании правила нахождения 
нолного диференциала сложной функции ($5 24): 


и другого линейного соотношения между 4%, Чи, 49, 4 существовать 
не может, так как в противном случае мы получили бы соотношение 
вида (52) между и, 49, 4®, в котором коэфициенты ), м, У не были 
бы одновременно нулями, что невозможно на основании первого заме- 
чания. , 

Мы применим эти общие принципы при обзоре наиболее часто 
встречающихся задач, к которому мы переходим. 

54. Задача 1. Пусть будет у функция независимого переменного х. 
Возьмем новое независимое переменное Ё связанное с х соотноше- 
нием х=у(Ь; требуется выразить производные от у относительно х 
через Ё и через высшие производные от у по &. 

Пусть будет у = }(х) рассматриваемая функция, и пусть после 'за- 
мены х через $ (#1) эта функция обращается в 2 (2) = [4 (1)]. По пра- 
внлу диференцирования функции от функции находим: 


4у _ 4. ' (1) 
аё ах у 
откуда 
ду` . 
, а У, 


Получениый результат можно выразить следующим образом: чтобы 
получить производную от у относительно х, должно взять произ- 
водную от этой функции по Е и разделить ее на производную 
от Хх по Е. 

Прилагая предыдущее правило к полученному выше выражению про- 
изводной первого порядка, мы найдем производную второго порядка: 


Ч (у) 
Фу а 90 
ах ФИ (ВР 


Прилагая снова то же самое правило, мы получим пронзводную тре- 
тьего порядка: 
(и) 
ду 9 
а (В ’ 
% 
или, выполняя вычисления, 


Фу у [9 (0 — Зуи и "(0-Е ЗУ" (О — У" (О 9" 0 
48 [9 (ОВ 
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Таким же способом мы можем последовательно получить все осталь- 
ные производные высших порядков. Вообще, производная л-го порядка 
от у по х выразится через ч' (1), 0”(1),..., $0 (1) и через высшие 
производные от у по Ё# до порядка и включительно. Предыдущие фор- 
мулы можно привести к более симметричному виду. Обозначим через 
4х, ау, 4х, 4?у,..., а"х, 4'у диференциалы от х и у, взятые по пере- 
менному К и через у’, у”,..., УС) производные от у по х; предыду- 
щие формулы можно тогда привести к виду: 


4у 
У — ах’ 
„ _ Чха3у — ау4?х | 
а 1 (53) 
„__ Фу ах? — Ру ах азх -- З4у (Фх)? — духах | 
у = 4х у | 


Независимое переменное #, по которому берутся все диференциалы, 
стоящие в правых частях предыдущих формул, может быть выбрано 
совершенно произвольно; мы переходим от любой производной к сле- 
дующей по закону, выражаемому формулою: 


у Ч 

4х 
где вторая часть есть частное двух диференциалов. 

55. Приложения. Данными в предыдущем параграфе формулами поль- 
зуются при изучении плоской кривой, когда координаты точек этой 
кривой выражены через вспомогательное переменное #: 


Для изучения этой кривой вб‘'изи одной из ее точек необходимо 
уметь вычислять значения производных у’, у’, у",... от у по х для 
№ассматриваемой точки. Но предыдущие формулы дают нам эти произ- 
водные, выраженные через производные от функций 1 (6) и $(1, так что 
нет необходимости находить явное выражение у в функции х, что 
иногда практически и невозможно. Первая формула 


‚_@У 9 
У —@“ 10 


дает угловой коэфициент касательной к кривой; значение у” входит 
в важный геометрический элемент, радиус кривизны, который выра- 
жается, как мы это увидим дальше, через 


3 

12.2 

в—= (15°. 
У 
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Чтобы иметь значение Ю, когда координаты х и у даны в функции 
параметра Ь нужно только заменить у’ и у” выведенными выше выра- 
женнями; таким образом мы получим: 


3 
р (044 
[4х ау — ауа?х | ` 


Здесь правая часть содержит только производные первого ин вто- 


рого порядка от хи упо #. 

`По поводу этого вопроса приводим здесь следующее интересное замечание, 
заимствованное нами из „Ттайб 4е Сац @Шгепйе| е{ ш{6рта|“ Бертрана (Веггап 4) 
(т. Г, стр. 170). 

Предположим, что, вычисляя геометрический элемент плоской кривой, коор- 
динаты х, у точек которой мы предположим выраженными через параметр Ь мы 
получили выражение: 


В(х, у, ах, 4, а2х, @у,..., апх; апу), 


где все диференциалы взяты относительно &, 
Так как, по предположению, этот элемент имеет геометрический смысл, то 
его значение не должно зависеть от выбора независимого переменного #. Если 


мы примем Ё—х, то должно положить 4х =4ь 4х = 3х =-... =-Апйх =0, и 
предыдущее выражение обращается в 
Ах, Ур У, У"... , УМ). 


Это тот результат, который мы получили бы, предполагая с самого иачала 
что уравнение рассматриваемой кривой имеет вид у — Ф (х), т. е, что оно решено 
относительно у. Чтобы от этого частного случая снова перейти к общему слу- 


чаю, достаточно заменить у’, у", у",... их значениями, выведенными из фор- 
мул (20). Выполнив эту подстановку в 

Де, ууу", ... 3 Ут), 
мы должны снова получить выражение Р (х, у, 4х, 4у, 42х, 4у,...), от которого 


исходили. Если этого не будет, то можно утверждать, что полученный результат 


ах а3у -- ау а2х 


неверен *. Например, выражение не может иметь Для плоской 


(4х -- ау?) > 
кривой никакого геометрического значения, независихого от выбора переменного; 
р 
в самом деле, при х=Ё это уравнение обращается в —_, и, заменяя 
(Е Уз) 


в нем У и у” их значениями, выведенными из формул (53), мы не прадем 
обратно к предыдущему диференциальному выражению. 

Формулами (53) также часто пользуются при изучении диферен- 
циальных уравнений. Предположим, например, что мы хотим найти все 
функции у от одного независимого переменного х, которые удовлетво- 
ряют соотношению 


4?у 4у 
1 2 —- -- у — 
< А ) 2 * дх пу 0, (54) 
*То-есть что Р (х, уу’, У",...) не выражает геометрического элемента кривой. 


(Ред.) 
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где и — постоянное. Возьмем новое независимое переменное # полагая 
==5037; мы имеем: 


ау 
ау __ Гр 
4х —Р 
. , у ау 
ву $1 яв — 0$ г 
$113 Ё у 


и уравнение (54) после подстановки обрашается в 
ау о р 
а Е у —=0. (55) 


Легко найти все функции от Ё которые удовлетворяют этому соот- 


а . 
пошению; в самом деле, умножая его на 2 =, мы найдем: 


обУ ау зу _—_ 4 а о. 
—— — -—- 2,2 — 0; 
2 в Е (=) +" 
следовательно, должно быть 


2 
(“) -|- луз = На, 


где @ обозначает произвольное постоянное. 
Таким образом 


а! 
или 
ау 
ТРД 
— 1—0. 
И а?— у? 
Первая часть есть производная от а!с зт 2 — 1#; поэтому эта разность 
а 


должна быть равна новой постоянной 6, и мы имеем: 
у==азт(яё -- 6); 
это может быть еще представлено в виде: 


у= Азшиё- В соз пе. 


Переходя к первоначальному переменному х, мы заключаем, что все 
функции от х, удовлетворяющие соотношению (54), будут заключаться 
в формуле: , 

у = Аз (пас со х) -- В с0$ (п агс соз х), 


где А и В обозначают два произвольных постоянных. 
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56. Задача П. Для всякого соотношения между х и у формулы 
преобразования х = Р(Ь и), у=Ф(Ь и) дают соответствующее соот- 
ношение между Ё и и. робуетсь выразить производную от у пох 
через Е, и и производные от и по &. 

Эта задача непосредственно приводится к предыдущей. В самом 
деле, предположим, что в формулах преобразования 


х==Л(Ь и), У=(Ь и) 


мы заменили ий его значением в функции #; тогда эти формулы дадут 
нам первоначальные переменные х и ув функции переменного #. По- 
этому достаточно применить здесь общий способ, приняв, однако, хиу 
за сложные функции от & причем переменное и должно играть роль 
посредствующей функции. Таким образом мы получим: 


ь 33 4и 
Чу _@у.ах _ Эш а , 
ах Ш’ эр ди’ 
м ГР 
далее, найдем: 
4у _@4 [4у\ ах 
ах (. а 


или, выполняя вычисления, 


9 ни) [> 2 9% (уч "| ° [а “,) |+. | 
Фу _\ 9: дичи) [92° дибеае З) диав 9 Зи Е) тай 
ах — ° 


9, Эраи\з 
(; Ти Е) 
Вообще, производная я-го порядка у(") выразится через Ь и и произ- 
водные аи. а?и Я^и 
НЫ пр’ аа? це 


Предположим, например, что мы имеем уравнение кривой в поляр- 
ных координатах: р =/ (9). Следующие формулы дают прямоугольные 
координаты точки (9, @): 

Х==рс05, у==ряшо. 


Пусть будут р’, р’, ... производные от р, взятые относительно ®, рас- 


сматриваемого как независимое переменное. Из предыдущих формул мы 
имеем: 


и — созар ото в, 
ду —= зто 40 -- рсоз о 4%, 
ах = с0$ ® 4р — 2 5т о 40 40 —рс05 © 4?, 
4?у— зто 420 + 2505 ® 4 40 — рэто п9>, 
и следовательно, 
4х? -- ау? = 40? + 02 40?, 
ах Фу — ду 4х =2 40 4:7? — р до 40 -- 6? 43. 
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Таким образом приведенное выше выражение для радиуса кривизны 
обращается в . 


3 
ро) — 
2 — р" 


57. Преобразования плоских кривых. Предположим, что при помощи 
определенного построения мы поставили в соответствие всякой точке 2 
плоскости другую точку /М той же самой плоскости. Если через (х, у) 
мы обозначим координаты точки т и через (Х, У) — координаты точки М, 
то в силу нашего преобразования между этими четырьмя координатами 
будут существовать два соотношения вида: ; 


„Х=ЛИх, у), У=о(х, у). (56) 


Эти формулы определяют точечное преобразование. Мы имеем 
в геометрии многочисленные примеры таких преобразований; та- 
ковы, например, гомографическое ‘преобразование, преобразование 
обратными радиусами-векторами (инверсия) и пр. Если точка т 
описывает кривую с, то соответствующая точка М опишет другую 
кривую С, свойства которой можно вывести из свойств кривой с 
и из свойств употребленного преобразования. Пусть будут у’, у’, . 


производные от у по х, а И, И,...— производные от У шо Х. 
Чтобы изучать кривую С, необходимо уметь выразить 1", У”... 
через х, у, У, У, ... Но это именно та задача, которую мы 


только что рассматривали; мы имеем: 


27 9 
у'— 4% зи Ру 

ах У Уи’ 

9х 9х‘ ду 

а" (1/9, “\ 
и (беНы У) ы. 

ах 9,3 
ах (5+5) 


и т. д. Мы видим, что У’ зависит только от х, у, у; поэтому, если мы 
приложим преобразование (56) к двум кривым с, с, касающимся друг 
друга в точке (х, у), то преобразованные кривые С, С, будут также 
касаться ‘одна другой в рассматриваемой точке (Х, Г). Это замечание 
‘позволяет заменить кривую с всякою другою касающеюся к ней кри- 
вою, если дело идет только об отыскании касательной к преобразован- 
ной кривой С. 


Рассмотрим, например, преобразование, определяемое формулами: 
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это преобразование есть не что иное, как преобразование обратными 
радиусами-векторами или инверсия, с полюсом в начале координат *. 
Пусть будет т точка кривой с, М — соответствующая точка кривой С. 
Чтобы найти касательную к этой кривой С в точке М, мы должны вос- 
пользоваться тем свойством, что при преобразовании обратными ради- 
усами обратная фигура для прямой есть окружность, проходящая через 
полюс инверсии. 

Если мы заменим кривую с касательною п, то фигура, обратная 
для ть, будет окружность, проходящая через две точки М и О, центр 
которой лежит на перпендикуляре О опущенном из начала на #7. 
Касательная МТ к этой окружности перпендикулярна к АМ, и углы Ми! 
тМТ будут равны, как дополнительные к углу ШОЁ Таким образом 
касательные мЁ и МГ будут антипараллельны относительно радиуса- 
вектора **. 

58. Преобразование прикосновения. Предыдущие преобразования не 
будут самыми общими из тех, которые обращают две касающиеся друг 
друга кривые в две другие кривые, также касающиеся друг друга. 
Предположим, что для всякой точки и кривой с мы находим другую 
точку М определенным построением, зависящим не только от положе- 
ния самой точки т, но и от направления касательной к кривой с 
в этой точке т. Определяющие это преобразование формулы будут 

иметь вид: 


Х=х, у, У), У=Ф(х, у, у). (57) 


Угловой коэфициент У’ касательной к 
преобразованной кривой выразится так: 


о и + 


ду ду? 


"_— 
"—=ах= 


у 
НУ У+/ 


Черт. 5. Вообще, У’ зависит от четырех перемен- 

ных х, у, У, У’; поэтому, если мы 

приложим преобразование (57) к двум кривым, касающимся друг 
друга в точке (х, У), то соответствующие кривые С, С; будут иметь 


общую точку (Х, У), йо, вообще, не будут касаться друг друга в этой 
точке, если только у” не будет иметь одного и того же значения для 
обеих кривых с, с,. Чтобы преобразованные кривые Си С, касались 
друг друга всегда, когда касаются друг друга кривые си с:, необхо- 


‘ 


* Преобразованием обратными радиусами или инверсией относительно дан- 
ного круга радиуса Й называется ‘такое преобразование, при котором каждая 
точка Переходит в другую, лежащую на том же радиусе круга, причем расстоя- 
ния г, г; этих точек от центра круга связаны соотношением ги; =. Из этого 
соотношения видно, что отрезок между этими точками делится гармонически кон- 
цами того диаметра круга, на котором они лежат, и потому каждая из двух точек 
лежит на поляре другой точки относительно ‚управляющего круга. (Ред. 


** Это значит, что мё и МТ образуют с радиусом-вектором Ош углы, рав- 
иые, но лежащие по разные стороны раднуса-вектора. 
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димо и достаточно, чтобы У’ не зависело от у’, т.е. чтобы функ- 
ции /(х, у, У) и $(х, у, У’) удовлетворяли условию 


31 [3 д д$ /9 9 
(ми) = (Ау), 
ду’ \3х ду у \9х ду 
В этом случае рассматриваемое преобразование называется лреобра- 
зованием прикосновения. Ясно, что точечное преобразование есть част- 
ный случай преобразований прикосновения **. 


Рассмотрим, например, преобразование Лежандра, состоящее в том, 


что всякой точке (х, у) кривой с соответствует точка М с коорди- 
натами 


ХУ,  У=лху— у; 
из этих формул мы получаем: 
*— ау — ху. =— Хх, 
ах У 


откуда ясно видно, что это преобразованне есть в самом деле пре- 
образование прикосновения. Мы будем также иметь: 


„_ аи ах _ 1 
ах у’ах _ у’ 
т ау" у" 
у = ах у"? 


и т. д. Из предыдущих формул находим: 
х=й, у=ХИ—У, у, 


что указывает на взаимность преобразования. Все эти свойства легко 
объясняются, если мы заметим, что точка с координатами Х==у,, 
У=—= ху! —у есть полюс касательной в точке (х, у) к кривой с относи- 
тельно параболы х?— 2у==0. Вообще, если мы примем М за полюс 
касательной в точке т к кривой с относительно управляющего кониче- 
ского сечения У, то место точек М есть кривая С, касательная к ко- 
`торой в точке М есть поляра точки т относительно У. Таким образом 
между двумя кривыми С и С устанавливается взаимное соответствие. 


* Это условие дает: 


99, № №, №, №, 
а дв Га Рау 
9%, 9 9, 9 9, 9 

39718 ый 81 ЫЙ ЗА и 


9х ду ду’ ду 9х ду ду’ 
(Ред.) 
** Лежандр и Ампер (Атрёге) дали многочисленные примеры этих преобра- 
зований. Софус Ли (борниз Ме) в различных работах развил общую теорию, 
См. в частности, Сеотее Чег ВегёпгапезнаиюгтаНопей; см. также Якоби, 
Уоцезипреп @Бег Бупапик. 
Теория преобразований прикосновения изложена также в книге Гурса, [.е- 


$01$ 51 ]ез ёЧиаНопз аих Ч6Пубез раШеМез 4и ргепыег огаге (гл. Х]), 


132 ГЛАВА Ш. НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ $ 58—59 


Сверх того, если мы заменим кривую с другою кривою с}, касающеюся с 
в точке т, то и взаимная кривая С, будет касаться кривой С’в точке М. 
Подэрная кривая. Если из данной точки О, взятой в плоскости кривой с, 
мы опустим перпендикуляр ОМ на касательную в точке т к этой кривой, то место 
оснований этого перпендикуляра есть’ кривая С, которая называется кривою, п09- 
эрною относительно первой кривой. Легко получить вычислением координаты 
точки М и убедиться, что полученное таким образом преобразование есть пре- 
образование прикосновения, но проще можно притти к этому следующим образом, 
‚. Рассмотрим круг 1 радиуса КЮ, с центром в О, и возь- 
мем на ОМ такую точку ти, чтобы От, ОМ = Е?. 
Точка т; есть полюс касательной и относительно 
круга 1. Таким образом преобразование, приводя- 
щее от ск С, слагается из преобразования взаим- 
ными полярами и из инверсии. Если точка т опи- 
сывает кривую ‹, то точка ти, полюс касатель- 
ной тё описывает кривую с, касающуюся поляры 
точки т относительно круга 1, т.е. прямой пЁ, 
перцендикуляриой к От. Касательная МТ к кри- 
вой С и касательная та& к кривой с, образуют 
равные углы с радиусом-вектором От, М; поэтому, 
если мы проведем нормаль МА, то углы АМО, 
Черт. 6. АОМ будут равны как дополнения равных углов, 
и точка А будет серединою радиуса От. От- 
сюда следует, что мы Получим нормаль к подэрной кривой, соединив 
точку М с серединою Ом. 
59. Гомографические преобразования. Всякая функция у, удовлетворяющая 
уравнению у”—0, есть линейная функция переменного х, и обратно. Но если 
над переменными хи у мы выполним гомографическое преобразование * 


аХ -вУ--с _ @Х-+ЬУс 
ИХ рр е’ = ИХ ЕрУе’, 


(58) 


то прямая линия изменится в прямую линию; поэтому уравнение у” -= 0 должно 
; , 7 . 

обратиться в аха= 0. Чтобы убедиться в этом, мы заметим, что общее гомогра- 
'фическое преобразование может быть приведено к ряду частных преобразований 
более простого вида. Если оба коэфициента а”, 5” не равны нулю, то мы поло- 
жим Л; —=а”"ХЬУ- с". Так как, кроме того, нельзя сразу иметь а5” — ра" = 0, 
а'6" — "а" —0 **, то мы положим вместе с тем И =:а’Х -ЕЬУ- с’, предпола- 
гая д'5” — Ь’а” отличиым от нуля. Заменив Х, У их значениями в функции от Х\, 
7, мы можем иаписать предыдущие формулы в виде: 


— И. 
›=х,, 


_ ах, ВУ т Ут 
х Хх. ах. 


Мы видим, таким образом, что общее гомографическое преобразование может 
быть представлено как соединение целого линейного преобразования общего вида: 
х=ах Уфе у=ахфргт ео, 


и частного преобразования: 


* Гомографическим преобразоваиием называется такое точечное преобразо- 
вание, при котором прямые линии обращаются в прямые. Аналитически такое 
‚преобразование выражается дробными линейными формулами относительно ХГУ 
с сбщим знаменателем, ` 

** В таком случае из обеих формул можно было бы исключить а”Х + 
так что хи у не были бы независимы. (Ред.) 
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Выполнив эту последнюю подстановку, мы найдем: 
Чу _ХУ' — 7. —1 
" — = у— У’: 
у ах = хз ‘ №— х 


и далее, р 
„ _ @У — " (— Хэ — Хзуи 
У=ях= ХУ" (— Хз) = Хзу". 
Если мы выполним целое гомографическое преобразование, то будем иметь: 
УаетаЧья 
а 5’ , 
я __ (а — ра") у" 


>= г. (а рьу'з * 
В обоих случаях уравнение у”-=0 обращается в У”-=0. 


Мы теперь перейдем к рассмотрению функций многих независимых 
переменных и для определенности изложим наши рассуждения в приме- 
нении к функциям двух переменных. 

60. Задача Ш. Пусть будет ® = (х, у) функция двух независиных 
переменных х, У. Возьмем два новых независимых переменных и, 9, 
-связанных с прежними посредством формул: 


Х==(и, 5), у=ф (и, 5); (59) 


требуется выразить частные производные от в относительно пере- 
менных х цу через и, 9 и частные производные от и, взятые отно- 
сительно ий и 39. | 

Пусть после подстановки х==ф(и, 9), у=Ф(и, 9) функцня Г(х, у) 
обращается в ®==Р(и, 9}. По правилу  диференцирования сложных 
функций имеем: 


д 9092 0 9$ 


и эх дуди’ 
9% _ 90 руд 9 
90 9х Зум’ 
Якобиан ей не может быть нулем; в самом деле, если бы 
было ре ре 0, то произведенная нами замена переменных не 


имела бы никакого смысла, так как функции ф и Ф зависели бы тогда 
одна от другой ($ 52), Поэтому из предыдущих уравнений мы можем 


определить °® и 30. 
рел 9х 3’ 


вм \ 
Ам ТВуь› | 60 
ВУ м %’ } 


где А, В, С, О суть определенные функции от и и 9%; эти формулы 'ре- 
шают нашу задачу для производных первого порядка. Они показывают, 
что для получения производной по х от функции ® надо производ- 
ную от ® по и умножить на А, производную от ® по ч умножить 
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на В и полученные произведения сложить. Чтобы получить частную 
производную по у, должно поступить таким же образом, заменив 
только Аи В соответственно через С и ДО. Для вычисления производ- 
ных второго порядка достаточно применить к производным первого по- 
рядка правила, выраженные предыдущими формулами; так, мы будем 


иметь: 
920 9 [95 9 9% до 
я (вх (Ам +В) 
3 95 9% 9 д 90 
‘Аз (47 +8) 2 В (лы +855) у 
ИЛИ, ВЫПОЛНЯЯ вычисления: 


92% 320 320 Дзю , ЗВ зю 
А (“В ло им Рам + 


92% 92 ‚ ЗАдю | 9Вю\ 
В А-В — —}. 
+ ( зао Р зы Ро ди зо =) 
Точно так же мы получим о Фо и последующие пронзводные 
УМ хз’ у ую р ° 
9 д 
При всех диференцированиях достаточно заменить операции 3х и зу 
соответственно операциями 
ро д 3 
А-—--В-—, С-— =; 
ди + 90’ ди Ву 
таким образом все сводится‘к вычислению коэфициентов А, В, С, О. 
ПРИМЕР [, Рассмотрим уравнение 
о д2ю 925 
а 2 с =—=0 (61 
92 ы 9х ду + ду 


с постоянными коэфициентами а, 6, с. Мы постараемся привести это уравнение 
к возможно ‘более простому виду. Заметим прежде всего, что если бы было одновре- 
менно а-—=с=0, то не было бы надобности упрощать это уравнение; поэтому мы 
можем предположить, что, например, с не равно нулю. Введем два новых незави- 
симых переменных и и 0: 
и=х + ау = В, 
где аи В — два постоянных неопределенных коэфипиента, Мы имеем: 
до _ до до д _ а фо до 


ЗУ ди до 


так что в этом случае А=В—=1, С==а, О-=8. Общий способ дает нам: 


32% о РТ 925 


да Г ‘био 9’ 


920 92° 925 чо 

кд в ++ изо ГВ ея 
фо 92% 925 

о 28 во, 

у ° а | ой 917 
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и уравнение (61} принимает вид: 
925 920 
(2-5 26а -+ са) — + 2 [а-- В (ав) -+ са] 
92 ди до 


Здесь нужно будет различить несколько случаев. 
Первый случай. Пусть 62 — ас > 0; приняв за а и В оба корня уравнения 


‚а 25" | в? —=0, 
мы приведем наше уравнение к простому 'виду: 
фо 


авс 9—0. 
952 


Так как последнее уравнение можно представить в виде 
9 /9о 0 
—( — } =0, 
95 9 


10) ‚ 
то отсюда видно, что 5, должно быть функцией только одного переменного п; 
и 


пусть ео. Обозначим через Р (и) функцию от и, производная которой ЕР” (и) 
и 


равна }(и); так как производная от ® — Р (и) по и равна нулю, то эта разность 
не зависит от и, и следовательно, ® = Р (и) -- Ф (9). Обратное предложение оче- 
видно. Возвращаясь к переменным х и у, мы заключаем, что все функции о, 
удовлетворяющие уравнению (61), будут вида 
о Р(х- ау) Е ХФ (х-- В), 
где функции Е и Ф — произвольны. Например, общий интеграл уравнения 
92 920 


встречающегося в теории колебания струн, будет: 
ю—/(х ау) Е з(х— ау). 
Второй случай. Пусть № — ас =0. Возьмем а равным двукратному корню 
92% 


ди ди 
будет равен нулю, так как он равен а-- ва + В (6 -- са). Таким образом наше 


92 - 
уравнение примет вид: ув Мы видим, что ® должна быть линейною функ- 
# 


циею от 7, ®—=0} (и) (и), где функции }(и) и $ (2) — произвольны. Возвра- 
щаясь к переменным хи у, мы получим для ® выражение: 


= (+ Га ++ @- 4), 
которое можно представить в виде: 
Ф = [х + ау-+ 8—4 Ды- чу) + 2-3, 
® = УР (х-- ву) ЕФ(х Ру). 


Третий случай. Если $? —@с < 0, то нельзя более приложить предыдущее 
преобразование, не вводя мнимых переменных. Но можно определить а и } та- 
ким образом, чтобы было: 


д -- 26а + с =а+ 258 + №, а ь(а-+ В) -+ с8 0; 
а — 28, 2 ае, 


с 2 


уравнения а -|- 26" -{ с? =0, и } — отличным от а; тогда коэфициент при 


или, иначе: 


это дает: 
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ци } булут действительны, так как уравнение второй степени 
2 2652 — ас 
2 —л —_ 

+57 —в 


корнями которого служат а и, имеет действительные корни. Рассматриваемое 
диференциальное уравнение принимает тогда вид: 


—0, 


Это уравнение Аж = 0, известное под именем уравнения Лапласа (Сарйасе), 
нграет основную роль в очень многих вопросах анализа и математической физики. 

ПРИМЕР П. Найдем, какой вид примет предыдущее уравнение, если мы 
положим Х=рсо$ $, у=рпф. Мы имеем: 


36 зе 9 $1 
9 9х ду ъ 
до 


дю . до 
Ц =— торф —рс0$$, 
дх Фу , 


95 
до до 
или’ решая эти уравнения ‘относительно — и —, 
дх. ду 
д д  зпрдю 
=== 608 $— — , 
9х др г % 
р я ы Ч с0$® ы 
Отсюда | Р в % 
92 9 ( до ие) зто / 9% зто “) 
_—=- 608$ с0$$ — — — 605$ — — — —) = 
9х? 42 99 р 4? 2 % р 29% 
— сое 920 | ЗИ одю 23195089 320 2 п 9 с05 9 де Родео. 
рт р 94 #й № орд 


925 
аналогичное выражение мы получим и для ув; складывая их, имеем: 
у 


92% 920 _ до 1 9% 1 до 
дж ду 9р? 2? 992 рф | 
61. Другой способ решения. Предыдущий способ наиболее удо- 
бен в том случае, если функция, частные производные которой мы ищем, 
будет неизвестна. Но иногда выгоднее пользоваться следующим приемом. 
Пусть будет 2==/Л(х, у) функция двух независимых переменных 
х и у; если мы предположим, что х, у и 2 выражены через два вспомо- 
гательных переменных # И 9, то мы будем иметь между полными ди- 
ференциалами 4х, 4у и 42 соотношение: 


31 9/ 
а =— — —_ 
24% у, 


которое равносильно двум соотношениям: 
92 э/ах | з/у 
ик зи Ру, 
92 _эдах / элау 


№0 дхдо Гу’ 
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1 зу 


из которых, как и в первом способе, мы выведем — и — в функ- 


9х ди 
32 92 . 
ции Ц, 7, уж? 50° Н> для вычисления следующих производных мы 
92 
будем поступать далее по тому же правилу. Так, чтобы вычислнть 5х8 
х 
2 


——, мы будем исходить из тождества 
9х ду 


ар 


дх 9х2 


которое равносильно двум соотношениям: 


›(=) 
эх] аа, Му 
д  дхзди | дхду ди 


ы 


Е) ид ‚ А ЗУ 
0 9890 Г дхду 


9 
причем в левых частях этих равенств производная у должна быть за- 
9х. 
92 2 . 
менена ее выражением через п, ъ, и’ Исходя из тождества 
«(›”)= КУЙ ах + Л ау 
3] Эду ду? -’ 
Вий 32 
мы таким же образом получим —^— и --; оба полученных выраже- 
9х ду 3.2 
92} 
ния ДлЯ ху должны быть тождественны между собою, что может слу- 


жить поверкою вычисления. Производные высших порядков вычисляются 
таким же способом. 

Приложение к поверхностям. Предыдущие методы применяют- 
ся при изучении поверхностей. Предположим, что координаты точки по- 
верхности $ выражены в функции двух переменных параметров #&, 
< посредством формул: 

х=/(и, 9), „у=у(и, 9), 2==Ф(и, 3}. (62) 
Мы получим уравнение этой поверхности, исключив переменные и их 
из трех уравнений (62); но мы можем поставить себе задачей непосред- 
ственно по самим уравнениям (62) изучать свойства поверхности 5, 


не производя исключения переменных и, 9, которое практически может 
оказаться и невозможным. Заметим, прежде всего, что три определи- 


теля Якоби | 
0(49) 2%9 203 
(и, 5)’ О(и, 9)’ Ш (а, 5} 
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не могут быть одновременно нулями, так как в этом случае исключе- 
ние & и х привело бы к двум различным соотношениям между х, у, 2 
и точка с координатами (х, у, 2) описала бы не поверхность, а кривую. 
Пусть, например, 

О(л 3) 


Био? 


Ы 


тогда мы можем предположить, что из первых двух уравнений (62} мы 
выразили & их в функции х, у и, внося их значения в третье уравне- 
ние (62), получили уравнение поверхности $, 2 =Е(х, у). Чтобы иссле- 
довать эту поверхность вблизи одной из ее точек, необходимо иметь 
выражения частных производных р, 4, г, $, В ... от функции Ё(х, у) 
через параметры и и ®. Производные первого порядка р, 4 получатся 


из соотношения: 
аг=рах аду, 


которое равносильно двум уравнениям: 
Уд И | 
и = Руи Г9 | 
и 9 | (63) 


90 = Руо Г 9’ ) 


позволяющим вычислить ри 9. Найдя р и 4, мы получим уравнение 
касательной плоскости, внося их выражение в уравнение: 


Е —а==р(Х—х)-|-9(У— у). 
Это дает: 


Ь (у, 2) О (г, х) О (х, у) 
(х х) ри, 9) НУ Бы, 5) (2 2 Ри, 5—0: (64) 


Соотношения (63) имеют простое геометрическое значение. Они 
показывают, что касательная плоскость проходит через касательные 
прямые к двум кривым, расположенным на поверхности $; эти кривые 
получатся, если мы, оставляя ® постоянным, будем изменять #, или, 
наоборот, оставляя постоянным и, будем изменять 9 *. 

Получив ри 4, р=Л (и, 9), 4=^ (и, 9), мы найдем г, $, # из ра- 
венств: 

ар=гах- заду, 
44—=:4х | Ё ау, 


причем каждое из этих равенств даст два различных соотношения, ит. д. 


* К уравнению касательной плоскости можно также притти непосредственно. 
Всякая кривая, расположенная на поверхности, определяется соотношением между и 


и 9: 9=П (а), и касательная к этой кривой представится уравнениями: 
Хх У 
ы п’ т, 2, % | 
и) -+-Ша 4-е 
а п’ 9 № -@) Зи Ги ®) 


Исключив отсюда Е м мы придем к уравнению касательной плоскости (64). 
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62. Задача 1\. Если 
х==Х(и, 9, 1}, УФ (и, 9, 10), 2=(и, 9, м), (65) 


то для всякого соотношения между переменными х, у, 2 эти фор- 
мулы дают соответствующее соотношение между и, 9, в. Требуется 
выразить частные производные от = по переменным х, у через и, о, в 
и через частные производные от \ по переменным и, ч. 

Эта задача приводится к задаче, рассмотренной в предыдущем па- 
раграфе. В самом деле, положим, что в формулах (65) заменено 
функциею от и и 9; тогда мы будем иметь выражения х, у, г через два 
параметра и,.9, и достаточно применить прежний способ ($ 39), при- 
няв /, ф, Ф за сложные функции от и, 9, причем переменное 1 рас- 
сматривается как посредствующая функция от и, ©. Например, для вы- 


числения производных первого порядка р, 4 мы будем иметь два 
соотношения: 


за (Чи ви) 9 (Ч 
2 фа ‚(м 47) (+=. 


99 9 89 9 ди 9% 95 


и то же самое для следующих производных. 

Предыдущую задачу можно выразить геометрически следующим обра- 
зом. Для всякой точки пространства и с координатами (х, у, 2) можно 
определенным построением найти другую соответствующую точку М с ко- 
ординатами (Х, У, 7). Если точка т описывает поверхность $, то точка М 
описывает поверхность У, все свойства которой требуется вывести из 
свойств первой поверхности. 


Формулы, определяющие это преобразование, имеют вид: 


& =(х, У, 2), У==(х, У, 2), 2—(х, У, 2); 
пусть будут 
2==Р(х, У, 2=Ф(Х, И 


уравнения двух поверхностей $5, ». 

Нам надо выразить частные производные Р, О, Ю, 5, Г, .., от 
функции Ф(Х, У) через х, у, 2 и через частные производные р, 4, /, 
55... от функции Е(х, у). Но это именно та задача, которую мы 
только что рассматривали: вся разница только в обозначениях. 

Производные первого порядка Ри О зависят только от х, у, 2, р, 4, 
так что рассматриваемое преобразование преобразует две касательные 
друг к другу поверхности также в две касательные. Но, как мы сейчас 
увидим на примерах, предыдущие преобразования не будут самыми 
общими из тех, которые обладают указанным свойством. , 

63. Преобразование Лежандра. Пусть будет 2 ==Х(х, у) уравнение по- 
верхности 5. Свяжем каждую точку 11 (х, у, 2) поверхности $ с соответ- 
ствующею точкою М (Х, 7, 7), положив: 


Х=р, У=а, Р=рх-4у— 2; 
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пусть будет 7 =Ф(Х, У) уравнение поверхности УХ, описанной точ- 
3 эл 
9х’ ду’ 
то мы получим’ выражения трех координат точки М в функции двух. 
независимых переменных х, у. 

‚Обозначим через Р, О, А, $5, Г частные производные от функ- 
ции Ф(Х, У) по Х, 7; соотношение 


42=Рах-+ 94у 
рах-- а4у-- хар--у 44—42 = Рар-- 944,. 
_ хар+у44=Рар-|- 944. 
Предположим, что для рассматриваемой поверхности ри 4 будут 
независимы между собою, т.е. что не может быть тождества вида 


ар н44==0, в котором бы одновременно не было == и ==0. Тогда 
из предыдущего соотношения мы найдем: 


кою М. Если мы предположим, что.2, р, 4 заменены через , 


дает: 


ИЛИ 


Р=х, @—= у. 
Чтобы получить А, $, Т, мы воспользуемся‘ соотношениями: 


аР=ВахХ- $4У, 
49—=$ах-+ Тау, 


которые, после замены Х, У, Р, © их значениями, обращаются в 


4х —=Ю ("4х1 з4у) + $ (зах #4у), 
ду —= $ (гах-|- $ 4у) + Т(5ах--Е4у). 


Отсюда получим: ‘ 

Юг-+ 5$5=1, А5-- 5$Ё=0, 
$7-- 7в=0, $5-|-ТЁ=1, 
и следовательно, 


Ю 


{ $ —5 г 


9 би’ 5? 
Из предыдущих: формул находим, обратно: 
х=Р, у= ©, &=РХ-- 9—2, р=&, 94=7,... , 
Т ; —5 Р Ю 
= ———_—_— ——— =_=. 
ЮТ— 5?’ ВТ 5?’ ЮТ— 5? 

Последние формулы показывают, что преобразование Лежандра— 
взаимное. Кроме того, это — преобразование прикосновения, так как 
Х, У, 2, Р, О зависят только от х, у, 2, р, 9. Эти свойства преобразо- 
вания Лежандра будут ясны геометрически, если мы заметим, что пре- 
дыдущие формулы определяют преобразование взаимными полярами 
относительно параболоида | 
х-- у2-— 22=0. 
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Примечание. Выражения А, $5, Г обращаются в бесконечность, если для 
всех точек поверхности, описанной точкою т, существует соотношение гё — 58 —= 0, 
В этом ‘случае точка М опишет не поверхность, а кривую, так как 

Б(Х, У) _Б (в, а) _ 


= И — 52=0 
В(х у) Бу 


и 
' р (х,2) _Б(р, рх-+4у— 2) 
=— —— а  — #— 52) = « 
Б.У) Без) Уи Я =9 
Это именно тот случай, который мы выше исключили из рассмотрения, 
64. Преобразование Ампера. Сохраняя обозначения предыдущего параграфа, 
положим 


Х=х, Г=4, Й=4ду—2. 
42 =Р ах + ОУ 


Соотношение 


обращается в 
9 4+ у44 — 42 ==Рах-- 9а4, 


у 44 — рах =Рах-+ 044. 


или в 
Таким образом мы имеем: 
Р=— р, =, 

х ХА, у О, 2 9’— 2, р=—Р, (=; 


отсюда видно, что преобразование Ампера есть преобразование прикосновения и, 
кроме того, оно взаимное. Соотношение 


и, обратно, 


«ет аР =КаХ {+ $ ау 
2 — идх — зду= Юах + $ (сах + #4у), 


Ю- 55=—=— г, 5#=— 5, 


т. е. 


откуда находим: 


Как приложение этих формул, найдем все функции } (х, у), удовлетворяющие 
соотношению 7 — 52 —=0. Пусть будет $ поверхность, представляемая уравне- 
иием 2=={(х, у), Х — преобразованная поверхность, и 7 =Ф (Х, У) — уравнение 
поверхности У. Из выражения для А имеем: 


о 
9 Хз 
следовательно, Ф должно быть линейною функциею от Х: 
= Х$ (У) $ (У), 
где фи ф суть произвольные функции от И. Из последнего уравнения находим: 
Р=+(Т), 9= (0, 


и координаты (х, у, 2) точки поверхности $ выражаются обратно в функции двух 
переменных Х, У формулами: 


5х=А, у= АеЦУ) РИ (У), = (У) НУ (У) — Хе (У) — (У). 
Мы получим уравнение этой поверхности, исключив Х, У, или, что то же са- 
мое, исключив переменный ‘параметр а из двух уравнений: 
2—4 —х$ (а) — ф (а), 
=уУ — $ (а) — $ (а), 
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из которых первое представляет подвижную плоскость с параметром а, а второе 
получается от диференцирования первого относительно этого параметра. Таким 
образом мы получаем развертывающиеся поверхности, которые будут изучены 
дальше, : 

65. Уравнение потенциала в криволинейных коордннатах. Вычисления, 
нужные при замене перемеиных, могут быть в большинстве случаев упрощены 
различными искусственными приемами. Для примера возьмем уравнение потен- 
циала в криволинейиых ортогональных координатах *. Пусть будут 


Е (ху = 
В (х, У, 2) =, 
Ру (х, У, 2) == р 


уравнения трех семейств поверхностей, образующих тройную ортогональную сис- 
тему, так что дзе какие-нибудь поверхости, принадлежащие к двум различным 
семействам, пересекаются всюду под прямым углом. Решив эти уравнеиия, мы 
получим х, у, 2 в функции параметров р, 4, р,: 


х=ф (ра, р), 
У=Я (2, 1, р), 
2 = фа (2, 64 › ра); 


6, 4, Рз образуют систему криволинейных ортогональных координат. 

Так как поверхности трех предыдущих семейств ортогональны, то касательные 
к линиям пересечения этих поверхностей, взятых попарно, должны образовать 
трехгранный угол с тремя прямыми плоскими углами; поэтому должно быть; 


(66) 


39 4% 3% 4% 3$ 
— —* =0, — — =0, —— =0, (67) 
5 4 др 5 др Фр» ©) Эр др» 


причем знак $ указывает, что должио заменить ф через +\, потом через 9. и 
взять сумму этих трех произведений. 
Эти условия ортогональности могут быть еще представлены в таком виде: 


Эр др, Зори, 99 94, 
я Зе ЧР! —0 
9х 9х зу ду 9242 


де др —0 ЫЛ деь + —0 (68) 
Эх 9х м 
Посмотрим, какой вид примет уравнение потенциала 
му У у _ 


дла дул да — 
при переменных р, ра, рз. Мы имеем: 
ЗУ и ди ЗУ, 
9х  дрдх Эидх  драдх” 
м (28) о У Эр де ЗУМ, 
942 др» \9х додри Зхдх Фр д 
92 /дра\ 2 92\ 9р9 ду 
Иры ( и) р ра 9еа Ка 
да? \Эх ы Эра Эра Эхдх др Эха Г 
и. 
др.2 (5 Эр Эра Эх Эх др: да' 


халее, 


.* Ламе (Гатб), ТтаНё 4ез соогЧоппёез ситуШетбез. См. также Бертран, 
Пайе 4е Са]си! аегепие, т. Т, стр. 181. 
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Если мы сложим три аналогичных уравнения, то, вследствие соотношений (68), 
|. 


исчезнут все производные ‘вида у’ и мы получим: 
р и 
му у и _ фи у 
А А ^^ 

Зуя м Та А: (2) Е к + а 2+ а (62) Зе 


-- А, (р Е и А ео + зу 


-- 


где А; и А» обозначают  рерщиальныь параметры А оаче 


ыт=(х "+ (.)+ (/)* Ар м рн +3. 


Диференциальные параметры нервого порядка а 1 (21), Ал (22) легко вы- 
ЧисСлитЬ, 
Из соотиошений (66) находим: 


ры, ры _ 

дрдх др дх  дродх о 
рр Эн 9 + 98 Эра 0 
Эр 9х дрдх  дродх ’ 
9% р 992 964 | два др» — 0: 
Эр 9х 9 9х дрьдх ' 


9, д д 
умиожая эти три уравнения На ”! и складывая, получим: 
Эро р’ № 
4% 
о 
"ео 
р д 9р 
| 96 др Я 
таким же образом мышвычислим —^ и — и найдем: 
ду 92 


32), [92\*, (92 _ 1 

65) + () ы ( — (*) + © ". (=) 
до 9р 96 

Положив 


н=5 (*). и=5 (5). #=5 (*)* 


причем знак 5 означает всегда, что должно заменнть ф через $,, потом через $., 
и сложить полученные выражения, мы будем иметь: 


1 1 1 
А, (2) = тн’ Ар) = Н’ А, (р) = Н,` 


Выражения Д, (р), Аз (21), А, (25) в функции р, ра, р» получаются у Ламе путем 
довольно утомительных вычислеиий, которые можно упростить следующим об- 
разом. В тождестве (69): 


9 У 19 
(У) уда + р ТИ т р Оу а о 
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положим последовательно У=х, У-=у, У=2; мы В иметь три 


ссотно- 
шения: 


19%, 1 3% 1 9% а А 

+ о, 
Ир НР + н. А> (2) 60 р “= 
т 1 о. де --0, 


Ндр? Н': 91 Но 922 
о 1 1 9) Г А. (2) 9 99 

| . ( А, ( --0, 
Нор | НР Ри: Е А» (6) т 2), ит 2, 


з 


25 


которые остаётся только ‘решить относительно А» (р), 4, (2;), А» (р,). Например 


99 9 чим: 
умножая нх на и складывая, мы получим: 
969 ° р 
де? 1 де 92 де 92 
НТО Си Со 
Н-2 9042 Н, 9 4" Нд 7 
Кроме того, 
9$ 9 _ 1 эн. 
О д 2 др 


и, диференцируя первое из соотношений (32) по р,, находим: 
© с 9% 1 0Н, 
Эр др дд 2%. 


Таким же образом получим: 


и, следовательно, 


а, м, Ем 19 Н 
А) оне р Тани, у) ПНВ 3 — 5 8 (нь) |. 
Положив 


1 
Н== Н! =, Н,— — 
п 


мы можем представить последнюю формулу в виде: 


9 Г 
А; == 1 — [102 ——\. 
и, (8) 
Точно так же найдем: 


9 
м0 ° >. (ов ы.). А (р) = 12°. ох МС. :. ). 
4 


Таким образом формула (69) окончательнб приннмает следующий вид: 


у, Фу 9и 99у 3 в \9и 
—- 1 
др? ы 90 (8 вл; ) де |+ 


92 зу ии 


2 [92,93 № \ ЗИ 
ЧА (=, 5. "| > (| | 70 
1 ИЕ + т, 3, +в эт р =, {70) 


„79а 
или, короче, 


д ий 9И 9 Иди 
о (да (има (из) | 
ы : Эр \Ицйо р Та Пра Фра Эра Ра др 
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Применим эту формулу к полярным координатам. Замепяя р; и 
и $. мы получим следующие формулы преобразования: 


х-=рэт 0 с059, уп вто, 2726080; 


коэфициенты Я, й,, й, примут значения: 
| 


030” 


й—1, И --- 


и сбщая формула обращается в 
у фи / ЫЙ \° 
АИ -- ий - (2 50 ^— } -] м (о ) -- 9 (--. 4 | , 
. 4 90 00 4$ 119 9 


то 42 с | 
Или В 
хи У, Е Фи 1 зи _ 2 ди, сь0ди 
ди + -- р о ти д 
42 2? 92 229110 др? ° о 48 22 % 


как это легко вывести и пепосредственно. 
УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Полагая и -= 2 - у | 9- х{фу-|- 2, Ш -лу 1 у? ах, имеем тожде- 
Ошо, & в 

(и. -®) 0. Пайти соотношение между и, т, и. 

Ь (х, у, 2) ` 

Обобщить эту задачу 

2. Если 


ственно 


то 


3. Если положим 
Ха: - 6086, , 
Х-- $19, С0$ Ф), 
д} = 511 $1 $11 $, 60$ 50, 


_ Ха 5196г... ЗФ 196039, 
то будем иметь: 
а . 
91,1 Фи, 


В, д, . ; . 
(5 > и) ==(— аа ф, За ру ти-2 
Р ($, 63, ... фи) 
4. Проверить непосредственным вычисленисм, что фуикция 2 —- Ех, у), оире- 
деляемая двумя уравиенциями: 
2 =: ах -- у/ (а — $ (а), 
Ох р (ф-- фа, 
где а есть вспомогательное перемсиное, удовлетворяет соотношению #Ё— 52 -0 


при произвольных фупкциях } (а) и ф (а). 
5. Показать, что всякая исявиая фупкция 2 --Р(х, у), определяемля уравис- 


нием вида 
у 14012) (2), 


удовлетворяет соотношению 
гр? — 243 ЕЕ” -0 
ири произвольных функциях $ (2) и $ (2). 
6. Функция г = А (4, у), определяемая двумя уравнениями: 


2$' (7) [у Фр Теа уе, 
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где а есть неномотательное переменное, удовлетворяет соотношению р4=-2 при 
пронавольной фунеции ® (а). 
7. Фуикция 2 К (х, у), определяемая двумя уравнениями: 


2 (@Р - № 0), [2 9(9)] 9 (9) 9, 
удовлетворяет соотношению 
29 - 


8. Рормула Лаграижа. Пусть будет м исявиая фуикния лвух пере- 
менных хи 9, определяемая соотношением: 


у-=а + м9 (У. 
и и--}(у) — какаля-иибудь функция от у. Мы имесм вообще: 


дин _ диф Ё ( „Зи = |. 
9%" дал-1 у 9а 


Ответ. тент основывается па двух формулах: 


ди ди ди 
ВР (и |, — = ‚) —, 
.. | О = [ | 9х б, 


где и ссть произвольная функция от у, а Ё(и) — произвольная функция от и; 
затем нужпо показать, что если формула верпа лля какого-пибудь значения м, 
то опа будет также верна и для значения п -- 1 

При х-- 0, у обращается в а, и—в / (а), и производная л-го порядка ст и 


НО Хх принимаст ВИД. ) за 
(5) = | [е (27 (9. 
0 


[Лаплас ] 


дхл “дан 
9. Если х -Ё(и, 9), у=з(и, 9), и фуикции } (и. 5). © (п, 9) удовлетворяют со- 
отношенням 
% _ _ 9 у _ 45% 
ди до’ ди. ди’ 


то будем иметь тождественио: 


фи, У _ (и, И ий у 
д д д =) [ (5) () | 


— 10. Если функция У (х, у, =) удовлетворяет уравнению 
9у, Фу и 
У=— + ==0, 
м 9% ду р 


то ему удовлетворяет и фуикция 


[Кельвин (Гог4 Кемиу.] 
где А — постоянное, а г? — ^? 2 | 22. 
11. Пусть будут У (ху, 2) и У, (х, у, 2) два интеграла уравнения А.И -0; 
функция 
ИУ, у) Рети, (х, у, 2) 


удовлетворяет уравнению 
4,4, 0 = 0. 


12. Какой вид принимает уравнение 
му (1—3) у’ — ху 0, 
если сделать замену независимого переменного хуи! —В? 


$ 65 [М. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ 147 


-^ 3. Какой вид примет уравнение 


э „ 
922 < й 4 2. 92 
А (ух 
Ч Чх ду 
Г. 
сели сделать замену переменных х = и0, у=,? 

14. Пусть будет е (и, м, Ад Ш, 3)... Ни функция п независимых 
переменных х!, №,..., Хи; й,, 1,...) Ни, Одиородиая, второй степени отиосн- 
тельно переменных и, №,..., Ин. Если положим 

9 до Ф 
Е, от Ра.) - Ра 
ди Физ дин 
и примем р;, рз,..., р» за иезависимые перемепиые вместо И;, №2,..., Пн, 10 


функция ф обратнтся в функцию 


а, оли Ри» В, -:., Ри). 
Показать, что 


15. В каждой точке М поверхности $ проведена нормаль №М к этой по- 
верхиости; пусть будет № точка пересечения этой пормали с дапиою плоскостью Р. 
Отложим на перпеиликуляре к плоскости Р, проведениом через точку М, ллипу 
М№т =-- ММ. Найти касательную плоскость к поверхности, описанной точкою #и. 

Это преобразование есть преобразование прикосиовения. Изучить обратное 
преобразованис. 

16. Отложим на кажлой пормали к поверхности $5, считая от ес осповация, 
постояпиую длину /[; полученные, таким образом, точки образуют поверхность У 
(параллельные поверхности); найти касательпую плоскость к этой поверхности Х. 

Та же задача для плоской кривой. 

17. Даны поверхность $ и точка 0; соединим О с какой-инбудь точкою М 
поверхности $. Проведем плоскость ОММ через радиус ОМ и нормаль ММ 
к поверхности 5 в точке /И; в точке О восставим в плоскости ОММ перпеиди- 
куляр к радиусу ОМ и отложим па ием длину ОР = ОМ. Точка Р опишет по- 
верхность У, которая называется алсидальною относительно первой поверхности $. 
Найги касательную плоскость к этой поверхности. 

Предылущее преобразование ссть преобразование прикосновения, н связь 
между поверхностями 5 и У-- взаимиа. Если поверхность 5 представляет эллин- 
соид, и точка О находится в его цеитре, то поверхие сть Х есть поверхность воли, 

18. Диференциальный нивариацт Альфаца (На]рбеп`. Дифс- 
ренциальное уравнение 


уу у ЧЗу Фу Фу\3 
9 — 45 ИВ — 
(=) 4х? 15 а 4 алх ' 19 (=) о 


не меняет вида, если над х и у будет выполнено произвольное гомографическое 
преобразование ($ 37). 
— 19. В выражении 


Рих + Оду- Ю а», 
где Р, ©, Ю суть функции от х, у, 2, положим 
х==Х(и, 9, &), у=е(и, 5, и, и, 9, щ), 
где и, 7, и — новые перементые. Тогда предылущес выражение обратится в вы- 


ражение того же вида: 
Р, ан -- О. 4х + В, а, 
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где Р,, ©,, А, суть фупкции от и, х, #. Доказать тождество 


Я риию 


о 5 9ю ЭР ЭР 30` 
НР (в (<), 
[В >) ко (.. „)+ к (5 д) 


90, эЮ, эю эр ЗР, 20; 
Н.-Б (— А + (;'- *) . (из). 
' ' ды з НО ди Те Вх фо 9 


-20. Билинейный говарианит. Пусть будет 9у линеййая форма дяфе- 
реициалов 


где 


91-Х, ах, - ам... Е Х,ад,, 


где М, ^.,..., А„- фуикции я перемениых м, л.,.... и. Рассмотрим вы- 
раженне 
я н 


Н-=У У анали ль, 


=1й=1| 
содержащее две системы дифереиниалов (, 8, н где 
д. — 7 
р ды 
Сь и 
Еслн мы сделаем какую-нибудь замсиу переменных 


Же (у, м., ... ‚ У) (= 1, 2, 4..3), 
то выражение 9: обратится в выражепие того же вида: 
о’ 
9, — Ум... + Урду», 
где У, №, .., У, суть функции у, уз,..., У нусть будет также 
3 0% 


а = 
в ду, 49, 


Н' - :УУа Чубуь. 
Иа 


2 # 


После замены в Н дифереинциалов Яхр и 8х, через 


%%, 96 9 
Их ЧУ + т, уз +... - о Чул у 


д и Чу т 
ее 2 | 9 бу | 4 99» Ву, 
ой ду. У 


будем иметь тождествепио Е’-= Я". 

Н называется билинейным коварнантом выражения 9. 

21. Диференциальные нараметры Бельтрами (ВеНгаш). Дано 
выражение 


Еам + 2Рахау-{ Сау?, 


где В, Г, @ суть фуикции переменных хи у; если мы сделаем замсиу пере- 
менпых х--Х(и, 9), У=е(и, 9), то получим выражение лого же вида: 


Е; 4? -- 22, Чи ау + @\ 4%, 
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риа 


тде Ё,, Ру, @; сузь функции от ии 9. Пусть будет 8 (х, У) какая-нибудь фуикния 
переменных х, у, обращающаяся в 0, (и, 9} после такой замены переменпых. 
Доказать, что 


(,.) 0% 8 Е в(') о, (‚) о р, (,.) 
9х т 3У/ 9: фидо о 


Е — Е? ЕЕ 


90 м, 
я [2 — — Вх ` 
1 д | и * 
ГЕ, С, 9 ди ] "Еб,- 
. . ах Но 
22. Шварциаи. Если мы положим у= соси Г есть функция ог 
х |- 


на 6, С. @ суть какис-инбудь постоянные, то 


здесь д’, ^", м", у’, у’, у" обозначают производные, взятые по перемевному 2. 


23. Пусть будут и н о две какие-пибуль функиия лвух независимых нере- 
менцых хи у. Положим 


аи нос" , ен ие нс 
и 9 94 О, 
ао с" ати | оти-нс" 
ле а, В, г,..., С’ -- носгояцные. Полагая 
$. я до 07 90. 9% ди Че 9 
ое -- (ЛУ. -- - , 
4х ду дуде’ ду ду дхду 


доказать следующие равеиства: 


и до боди иду 90 


еде де 9х __ ру 9х 9х 
(и, о) — чо У) ^' 
ви 90 № д --2 до 92 Зи ви 
” (5. Зуд, дд 5) 
(и 
Иди УЗИ. ›(} У и _ 30 92 С) 


дл? ду дк ду 


- ду 3. © ду 


фл Эхду дхахду, 
(У) | 


и апаиогичиые расенства, нолучающиеся от перестановки хи у. 
НГурса и Пешлеве (РаНИеуб), Сотрёез тепЧиз, 1857. 

24. Найти наибольшие и паименьшие значения расстояния от точки до илос- 
кой кривой, до кривой двойной кривизны, между двумя точками двух кривых, 
межлу двумя точками двух поверхиостей., 

-. Точки поверхности 5, для которых сумма квадратов расстояний до м 
я аых точек будет нанбольшею или наямепьшею, суть осповапия нормалей, опу- 
щенных на эту поверхность из цептра средних расстояний для этих п точек * 


Центр срединх расстояний есть точка, декартовы координаты которой 
равиы средним ари рмепеюским одпонмениых координат даниых точек. (Ред.) 
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‚-- 26. Из всех четырехугольников с четырьмя данными сторонами тот, который 
имест наибольшую поверхпость, может быть вписаи в окружность. 
Обобщить па я-угольник. 
-. 27. Найти максимум объема прямоугольного параллелепипеда, вписанного 
в Эллипсоид. 
---28, Найти оси центральной кривой второго порядка, рассматривая вершины 
как точки, расстояние которых от центра будет наибольшим или наименьшим 
-.99. Та же задача для осей цептрального сочения эллипсоила. 
—- 30. Найти эллипс с наименьшей площадью, проходящий через три вершины 
треугольника, и эллнисоид с наименыпим объемом, проходящий через четыре 
вершины тетраэдра. 
- 81. Найти кратчайшее расстояние между окружностью и прямою в про- 
странстве. 
32. Квадрат модуля апределителя Д с мнимыми элементами не больше, чем 
корень квадратный из произведения сумм квадратов модулей элементов кажлой 
строки. (Адамар.) 


ГЛАВА М. 


ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 
1. РАЗЛИЧНЫЕ МЕТОДЫ КВАДРАТУРЫ. 


66. Квадратура параболы. Определение площади плоской кривой есть 
одна из задач, решение которой особенно привлекало изобретательность 
гсометров. Из примеров, оставленных нам древними, особенно замс- 
чательна квадратура параболы, данная Архимедом; мы изложим здесь 
сго метод. . 

Пустьзтребуется определить площадь, заключающуюся между дугою 
нараболы 'АСВ и хордою АВ. Проведем диаметр СБ, соединяющий 
середину О хорды АВ с точкою С, в которой касательная параллельна 
хорле АВ; проведем хорды ВС и АС и возьмем точки Е, Е!, в кото- 
рых касательные соответственно параллельны 
хордам ВСи АС. Прежде всего сравним ило- 
щцадь треугольника ВЁС с площадью треуголь- 
ника АВС. Проведем касательную ЕТ, нересе- 
кающую СО в точке Т, диаметр ЕЁ, нересека- 
ющий СВ в точке РЁ, и, наконец, прямые ЕК, 
ЕН, параллельные хорде АВ. По основному 
свойству параболы ГС = СК; кроме того, СТ== 
= ЕР—==АН, и следовательно, ЕТ —92. 
Площади треугольников ВСЕ, ВОС, имеющих 
общее основание ВС, относятся между собою, Черт. 7. 
как высоты, или как прямые ЕР, СБ. Следова- 
тельно, площадь треугольника ВСЕ равна четверти площади треугольи!и- 
ка ВСР, или восьмой части площади 5 треугольника АВС. Площадь тре- 
угольника АСЕ’ имеет, очевидно, ту же величину. Производя те же дей- 
ствия относительно каждой из хорд ВЕ, СЕ, СЕ, Е'А, мы получим четыре 


новых треугольннка, причем площадь каждого из них будет равна 85, 
ит. д.; п-я операция приведет к 2” треугольникам, и илошадь каждого из 


5 : 
них будет равна 8. Площаль сегмента параболы, очевидно, равна пре- 


делу, к которому стремится сумма площадей всех этих треугольников 
при неограниченном возрастании п, т. е. равна сумме геометрической 
убывающей прогрессии: 


$9,5 5 
ЕЯ +. Ри... 
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“ © 
ИЛИ 3 . Таким образом мы видим, что искомая площадь равна 3 пло- 


щади параллелограма, построенного на АВ и СР. 

При всем удивлении перед остроумием этого метода нельзя, однако, 
не заметить, что здесь успех зависит исключительно от частного свой- 
ства параболы, и что этот прием совершенно не имеет общности. Дру- 
гие примеры квадратуры, данные древними, которые мы могли бы при- 
вести, только подтвердили бы это замечание; каждая новая кривая 
требовала нового приема. Но каков бы ни был этот прием, всегда раз- 
бивали данную площадь на элементы, число которых неограниченно 
увеличивали, и всегда нужно было искать предел суммы этих частичных 
площадей. Не останавливаясь на всех этих частных приемах *, мы прямо 
перейдем к общему методу разбиения, который естественным путем при- 

" р ведет нас к интегральному исчисле- 
нию. 

67. Общий метод. Пусть будет 
у =/(х) функция непрерывная, поло- 
жительная и возрастающая в интер- 
вале (а, 6); этой функции соответ- 
ствует дуга кривой АМВ, располо- 
женная выше оси Ох. Поставим себе 
задачу вычислить площадь, ограни- 
ченную дугой АМВ, двумя ордина- 


8 * тами АР, ВО и отрезком РО (черт. 
Черт, 8. 8). Для этого разобьем отрезок РО 

на некоторое число меньших отрез- 

ков промежуточными точками © абсписсами х,, №,..., „у, причем эти 


абсциссы возрастают вместе с индексом, и через точки деления проведем 
параллели к Оу. Тогда подлежащая вычислению площадь окажется 
разбитой на определенное число криволинейных транеций. 
Рассмотрим, наиример, криволинейную трапецию с;_1 т, 1 тс, 
Площадь этой транеции, очевидно, заключена между площадями г, 


прямоугольника с,;_17, „ре; и Ю, прямоугольника с, атс. Обозначая 


через А поллежащую вычислению площадь, мы имеем, следовательно, 
двойное неравенство: 
р” 
Ук<А«УЮ, 


Нетрудно вычислить Миг и УЮ;: 
$ = Уи == /(а) (х, — а) Ух) (х,—х,) |... Лил) (6 -— хз). 
$=У А, = (хи) (х) — а) 4 Л(х,) (хо —х) +...) фу). 
Разность $ —5 имеет выражение: 


$ — 5 =— (х, — а) [1(х) —Л(а)] + (х, — м.) [(х,) — Л 
+. (6 —х,_) [Л (6) —Л(х, 11. 


* В „Ггайс“ Дюамеля (Ривате!) можно найти большое число примеров опре- 
деления нлощадей, дуг и объемов по способу древних. 
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Пусть } есть наибольшая из разностей х, — а, х, — х.;ясно, что правая 
часть увеличится, если мы заменим все эти разности через 1. Следо- 
вательно, 


$--5< 1[1(х1) —Л(а) 4 (я) Аж)... ЕВ) Ух 
ИЛИ 


$—5<1[1(5) —Л(а). 


Разность 5—5 стремится, следовательно, к нулю, когда число и 
‘неограниченно возрастает и притом так, что наибольшая из разностей 
х,—х,_: стремится к нулю. При тех же условиях разности $— А, 
А— 5 и подавно будут стремиться к нулю, и А есть общий предел 
двух сумм $ и 5. Мы имеем, например: 


А = Нт [(х, — а) (а) 4 (х, — х,) (а) р... 4 6 — хх. 0) 


Рассуждение остается тем же, если функция }(х) убывает в интер- 
вале (2,6). Если бы функция имела определенное число максимумов 
или минимумов в этом интервале, то мы разбили бы весь интервал 
на несколько частичных интервалов ординатами точек, где Ё(х) ‘имеет 
максимум или минимум. 

Приведем пример, принадлежащий Ферма (Еегта). Пусть требуется 
найти площадь, ограниченную кривой у—- АлЁ, осью х и двумя пря- 
мыми х—а, х==Ь (0<ас« 6), причем ноказатель д произволен. Для 
этого вставим и —1 средних геометрических между а и 6; мы получим 
последовательность: 


аа та), а1-а}?,..., а(1-а)“-1, 6, 


где число @ удовлетворяет условию а (1 --- а)*== 6; если числа этой ио- 
следовательности взять за точки деления, то соответствующие ординаты 
получат значения 


Аа№, Аа“ (1 -- а), Аа» (1 -- а)" ,..., 
а нлощадь р-го прямоугольника будет иметь выражение: 

[@ (Е -+ а)? — а (1 + а)Р-'| Аа (1 -- а)(Р- в — Аа!+1 а (1 -- а)- +3), 
Сумма площадей всех этих прямоугольников будет, следовательно, равна 
Ааа [1 + (1 а) 14 (1 + ао... -а)@-ре+о|; 

если и--Т не равно нулю, что мы предположим сначала, то сумма, 
стоящая в скобках, равна 

(1 -|- а)" +“) — | 

(1 + а)" 1—1 ) 


и, заменяя а(Т Ра)” через 6, мы можем написать предшествующую 
сумму так: 


а 
А Вет а +? 
ира 
(а 1 
Когда & стремится к нулю, отношение ————————— имеет пределом 


а 
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производную от (1 -Р а)" +1 по а, при а==0, т.е. | -+- 1; следовательно, 
искомая площадь равна 
А (6+1 —_ а*+1) 


и! | 
сли и==-—-1, то эти вычисления уже не имеют места. 


Сумма площадей вписанных прямоугольников равна нАа, и нужно 
искать предел произведения па, где п иа связаны соотношением: 


а(1 2)" == 
Отсюда мы находнм: 
|, а р 1 
па— т а (1 а) == № @ ы г, 
ш (Е 2) * 
гле ш обозначает неперов логарифм; когда @& стремится к нулю, 


1 
(и-р а) 


[2] 
ш -. Искомая плошаль равна, следовательно, Аш. 
а 


имеет пределом число е, а произведение па имест пределом 


68. Начальные функции. Изобретение интегрального исчисления при- 
вето вычисление площадей к нахождению функций, имеющих своею 
производною данную функцию. Пусть будет у=/(х) уравнение кривой, 
отнесенной к двум прямоугольным осям, и пусть функция Х(х) не- 
прерывна. Рассмотрим  пло- 
щадь 3, заключающуюся мс- 
жлу этою кривою, осыо х, нс- 
подвижною ординатою МР, и 
переменною ординатою МР. 
Будем считать эту площаль 
функциею абсциссы х перемен- 
ной ординаты МР. Эта пло- 
щадь 9[ есть, очевидно, непре- 
рывная функция от х, если 
только функция Х(х) сама не- 

Черт, '. прерывна. Чтобы охватить все 

возможные случаи, условимся 

обозначать через %Ё алгебранческую сумму площадей, ограниченных 

данною кривою, осью х и прямыми МР, МР, приписывая каждой 

из частей, из которых может слагаться эта площадь, знак -— для 

площадей, лежащих направо от МР, и над Ох, знак — для нлощадей, 

лежащих направо от МР, и под Ох. Площадям, расположенным налево 

от МР, мы будем давать противоположные знаки. Таким образом, 

если МР занимает положение МР, то мы будем брать 9 равным 
разности двух площадей: 


МР.С— МС; 


точно так же, если МР находится в МР” то мы будем брать 
9% = М"Р"Рр — М,Р,О. 
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Покажем теперь, что непрерывная функция 5, определенная преды- 
дущими условиями, имеет своею производною функцию Х(х). Возьмем, 
как показано на чертеже, две близкие между собою ординаты МР, МО 
с абсциссами хи х- Ах. Приращение площади 49, очевидно, заклю- 
чается между площадями двух прямоугольников, имеющих общее осно- 
вание РО, а высотами соответственно наиболыную и наименьшую из 
ординат дуги ММ, 

Обозначая эт! ординаты максимум и минимум через АГ и Я, мы можем 
паписать: 


ВАХ < А < НАХ, 


АЗ 
или, разделив на Ах, по; <Н. Так как функция /(х) испрерывна, 


то ири приближении Ах к нулю Ни Ё имеют общий предел МР, или 
1(х); следовательно, функция %[ имеет своею производною функцию /(х). 
Читатель легко убедится, что этот результат остается без изменения 
при всяком положении точки М. 

Если нам уже известна одна из начальных функций от Г(х), 
т. е. какая-нибудь функция Р(х), имеющая своею производною функцию 
1(х), то разность %{ — Р(х), производная которой равна пулю, равна 
некоторому постоянному С ($ 8). Чтобы определить это постоянное С, 
достаточно заметить, что илощадь 5 равна нулю лля абсциссы х==а 
прямой МР. Поэтому 


9-Е (4) — Е(а). 


Предыдущее рассуждение показывает, что определение площади 
ирнводится к разысканию начальной функции; с другой стороны (и для 
нас это второе следствие еще важнее), оно показывает, что всякая 
непрерывная функция }(х) есть производная от другой функции. 
Таким образом эта основная теорема доказывается здесь при помощи 
несколько неопределенного геометрического понятия площади плоской 
кривой. Этим доказательством долгое время довольствовались, но 
теперь оно не может считаться достаточным. Чтобы поставить инте- 
гральное исчисление на прочном основании, необходимо дать этой 
теореме чисто аналитическое доказательство, не обращаясь к геометри- 
ческому представлению. Предыдущее доказательство приведено здесь ис 
только вследствие его исторического интереса, но и потому, что оно 
дает нам главный аналитический элемент нового доказательства. Дей- 
ствительно, в этом последнем главную роль будет играть изучение сумм 
вида (1), а также сумм несколько более общего вида. Прежде чем 
обратиться к изучению этих сумм, нам необходимо сделать несколько 
замечаний относительно общих свойств функций и, в частности, — функ- 
ций непрерывных *. 


* Из важнейших работ по вопросу о геометрическом значении определен- 
ного интеграла следует указать здесь на мемуар Римана (Кетапп), Обег @е 
Патз{еПБагкей, ешег РипкНоп 4игсь еше {еопошеф/зсне Веше (УУегКе, 2-е издание, 
1892, стр. 289. Французский перевод, Оепугез 4е Кешапп, ЧадаНез раг Гапееь 
стр. 225), и уже упомянутый нами мемуар Дарбу, Зиг 1ез ЮпсНопз 415соппиез 
(Аппа[е; се РЕсе Могтие зирёщецге, 2-я серия, т. У). 
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|. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ, С НИМИ 
СВЯЗАННЫЕ. 


69. Суммы $ н $. Пусть будет Ё(х) ограниченная функция, непре- 
рывная или прерывная в промежутке (а, 2), причем а < 5. Предположим, 
что промежуток (а, 6} разбит на некоторое число частичных более мел- 
ких промежутков (а, х1), (ху, Хо), ..., (Хз, 6), причем числа х., х.,..., 
х,_1 образуют возрастающую последовательность. Обозначим через М 
и т границы функции Х(х) в целом промежутке, через М; и т, — ее 
границы в промежутке (х,;_1, х;) и положим 


$ = М, (= — а) -|- М, (х,—х) +... М, (8—1), 
5—1) (х, — а) а, (м) +... , (6 —х,_1). 


Всякому снособу разбиения (а, 6) на более мелкие промежутки соответ- 
ствуют свои суммы 5 и $5 < 5. Все суммы $5, очевидно, больше #2 (6 — а), 
так как все числа М, больше т; следовательно, эти суммы 5 имеют 
нижнюю границу 7. Точно так же все суммы $ меньше М(6-—-а) и, сле- 
довательно, имеют верхнюю границу /'. Мы докажем, что /' не может 
быть больше Г. Для этого, очевидно, лостаточно показать, что если 
даны два каких-нибудь способа разбиения промежутка (а, 5), которым 
соответствуют суммы $ и $, 5' и 5, то: 


5%, 95. 


Предноложим сначала, что каждый из промежутков (а, х.), (ху, х.),... 
новыми точками деления разбит на более мелкие промежутки, и нусть 
будет 


@, М1, У. Ут Му Урале ить Угу» Хо, Ур нь В 
| 


получившаяся новая носледовательность. Такое новое разбиение мы на- 
зовем последующим относительно первоначального. Обозначим суммы, 
аналогичные $ и $ и относящиеся к этому новому разбиению проме- 
жутка (4,6), через » ибси сравним $ и », $ и 6. Сравним, напри- 
мер, части двух сумм би Х, относящиеся к промежутку (а, х,). Пусть 
Ц ‚ . т ' 
будут М, и т, гранацы функции /(х) в промежутке (а, у,}, М. и и, — ее 
г ‚ 

границы в промежутке (у:,у,),..., М, и т,-—траницы в промежутке 
(у,_1, х;). Часть суммы У, происходящая от (7, х;), равна: 


М; (у; — в) + М, (у — у)... М, — У). 


Так как числа М, , М,, ....М, не могут быть болыше М,, то ясно, 


что предыдущая сумма не может быть больше М; (х, — а). Точно так же 
часть суммы ХУ, происходящая от промежутка (х,, х,), не может быть 
больше М, (х, —х:), и т. д. Складывая все эти неравенства, мы нахо- 
дим %=5, и точно так же мы нашли бы, что в 25. 

Рассмотрим теперь два каких-нибудь способа разбиения, которым 
соответствуют суммы $ и $, 5" и 5'. Рассматривая одновременно точки 
деления обоих предыдущих разбиений, мы получим третий способ раз- 
биения, который может быть рассматриваем как последующий относи- 
тельно каждого из двух первых. Пусть будут У и в суммы, относя- 
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щиеся к этому вспомогательному разбиению. На основании предыдущего 
мы имеем неравенства: 


=5, с$ У=9, вя. 


Так как Х больше в, то отсюда следует, что 55, 5<.5'. Таким 
образом все суммы 5 будут болыше сумм 5, и граница / не может быть 
меньше предела ./’; следовательно, Л2=Л. 

70. Теорема Дарбу. Пусть будет /(х) какая-нибудь функция от х, 
ограниченная в промежутке (а, 6). Каков бы ни был закон разбиения 
промежутка (а. 6) на часпи, суммы $ и $ стремятся соответ- 
ственно к Ли Л, если число частичных промежутков неограниченно 
возрастает, так что каждый из этих промежутков стремится 
к нулю | 

Докажем это, например, для сумм 5. Предположим, что а В, и 
что функция /(х) в промежутке (а, 8} положительна; последнему усло- 
вию всегда можно удовлетворить, прибавив к функции /(х} соответствую- 
щее постоянное, что равносильно увеличению всех сумм 5 на постоян- 
ное котичество. Так как число / есть нижняя граница сумм 5, то можно 
найти такой частный способ разбиения 


а м, х., > Яру) Ь 


для которого сумма $5 будет меньше (+=, где з есть произвольное 
положительное число. Рассмотрим теперь какое-нибудь разбиение про- 
межутка (а, 6) на промежутки меньшие, чем 1, и найдем верхнюю гра- 
ницу соответствующей суммы 5'. Возьмем, с одной стороны, промежутки, 
не содержащие ни одной из прежних точек деления х., Х,,...,Х,_1; 
применяя рассуждения $ 69, мы видим, что они дадут в 5” часть, мень- 


С 2 С 
шую первоначальной суммы 5, т. е. меньшую Л -- 5. С другой сто- 


роны, число промежутков, содержащих какую-нибудь из точек 
Х1› №. ,...,Х,_1, Не может быть бо`ьше р-—1, и, обозначая через М 
верхний предел /(х), мы найдем, что эти промежутки дадут в сумме 5" 
часть, которая не может превзойти (р — 1) Му. Следовательно, 


< + мм. 
2 


= р я 
Таким образом достаточно взять } меньшим 2м®#—п’ 
$5 была меньше Л- в. 
Точно так же можно доказать, что суммы $ имеют пределом /'. Если 
Х(х) произвольна, то эти два предела Л и Л различны. Для того чтобы 


функция была интегрируемою, необходимо и достаточно, чтобы было 
л=. 


Примечание. Если произвольно изменить значение ограниченной функции 
в конечном числе точек промежутка, очевидно, что разности $ —5', $ —5' между 
двумя суммами, соответствующими одному и тому же разделению, стремятся к 
нулю, когда наибольшая длина интегралов стремится к нулю. Числа / и /’ одни 
и те же для оЗеих функций. 


чтобы сумма 
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71. Интегрируемые функции. Функция, ограниченная в промежутке 
(а, 6), называется интегрируемою в этом промежутке, если обе 
суммы 5 и 5 стремятся к общему пределу, когда число частичных про- 
межутков неограниченно возрастает таким образом, что каждый из этих 
промежутков стремится к нулю. 

Для того чтобы функция была интегрируемою в промежутке (а, 65), 
необходимо и достаточно, чтобы для всякого положительного числа Е 
можно было найти такое соответствующее положительное число 1, 
чтобы 5—5 было меньше в, когда все частичные промежутка будут 
меньше 1. 

Это условие необходимо. В самом деле, если $ и $ имеют общий 
предел /, то можно найти настолько малое число 1, чтобы 5—1 


^ 


© 
$—Л были меньше — ‚ если все частичные промежутки будут мень- 
о ы 


не 1. Отсюда, а Юон, будем иметь $ —5 < в. 
Это условие вместе с тем и достаточное. В самом деле, мы имеем: 


Яя И И 5. 


Ни одно из чисел $ — Г, /-—И, П—5 не может быть отрицательным; 
чтобы их сумма была меньше в, необходимо, чтобы каждое из них 
было меньше в. Но /— Г есть определенное число, положительное или 
нуль, тогда как # — произвольное положительное число; поэтому необ- 
ходимо /’=/. Далее, для того чтобы было $5—1«в/— 5-е, когда 
все частичные промежутки будут меньше 1, необходимо, чтобы суммы 
$ и $ имели общий предел /. 

Всякая непрерывная функция интегрируема. В самом деле, разность 
5 — 5 не превосходит (6 — а} ю, где в обозначает верхний предел коле- 
бания /(х) в каждом частичном промежутке. Но всегда можно найти 
такое число 1, чтобы во ‘всяком промежутке, меньшем 1, колебание 
функции /(х) было меньше любого данного положительного числа ($ 8). 


ё 
Если мы возьмем 1 таким образом, чтобы колебание было меньше и, 


то разность 5—5 будет меньше в. 

Всякая монотонная функция интегрируема. Пусть }(х) — возраста- 
ющая функция. Разобьем промежуток (а, 6} на п частичных промежут- 
ков, меньших и. Мы можем написать: 


$=(х,) (х, — а) + Л(х.) (х — 9 +... + (6) (6 —х,_), 
$==Х(а) (х. —а) 4 Л(х1) (о — м) +... ЕЛ (1) (68 — ху. 
В самом деле, например, в промежутке (а, х.) верхний предел функ- 
ции равен Х(х,), а нижний предел равен Х(а), ит. д. для других про- 


межутков. 
Отсюда получаем: 


$ — 9=— (Хх, —а ) [7(х,) — (а - (* — 1) [9(х ) — 1(х)]- ... 
(4 (6 Г )[л(6) —/Л( Х„_1)]. 


$7 П. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 159 


Все разности, стоящие в правой части, суть положительные числа, 
и все разности х; — а, х. —^,.,. Меньше 1. Следвательно, 


ЯД — Л(а) +) —Ух)-... +16) Иж, 
$—$5<1[1(6) —/(а])]. 


т. е. 
Если мы возьмем 


"Зла 


то имеем $ — $ < в. Это рассуждение применимо и кфункции убывающей. 


Пусть будет @,, @,, ...,@, любая последовательность возрастающих 
чисел от а до 6. Если ограниченная функция У(х) интегрируема в каж- 
дом из промежутков (а, а), (а, а.),...,(а,68), то она интегрируема 
8 целом промежутке (а,6). В самом деле, если рассмотреть подразде- 
ление каждого из интервалов (а,, @;+1}, такое, чтобы разность 5— $ 
была для каждого интервала меньше, чем ве, то соответствующая раз- 
ность для целого промежутка будет меньше ре. 

Ограниченная функция Х(х), имеющая любое число точек разрыва 
внутри промежутка, интегрируема, если можно заключить все эти 
разрывы в конечное число интервалов, сумма которых меньше любого 
заданного положительного числа. В самом деле, пусть е — любое поло- 
жительное число, и пусть Н — верхняя грань [/(х)|; по предположению, 
мы можем заключить точки разрыва Х(х) в конечное число интервалов, 


Е 
сумма амплитуд которых меньше, чем ан, Доля 5—5, происходящая 


ё 
от этих интервалов, очевидно, меньше, чем =. С другой стороны, так 
как функция /(х) непрерывна в оставшихся интервалах, их тоже можно 
подразделить на более мелкие частичные интервалы, так что соответ- 


= 
ствующая часть 5 — $ будет меньше 5. Следовательно, © -- $< в. В част- 


ности, ограниченная функция, имеющая в промежутке (а,6) лишь 
конечное число точек разрыва, интегрируема в этом промежутке. 
Из определения также следует непосредственно, что, если функция 
}(х) интегрируема, то тем же свойством обладает СУ(х), каково бы ни 
было постоянное С. Если Х (х) и № (х}— лве интегрируемых функции, 
то интегрируема также их сумма } (х) - (<). В самом деле, пусть 
будут $, $, 5, $', , в суммы этих трех функций, соответствующих одному 
и тому же разбиению промежутка; легко убедиться, что У— < $ —5-|- 
—-5'— 9. В частности, всякая функция с ограниченным изменением 
($ 11}, будучи суммой двух монотонных функций, является интегрируемой. 
Докажем еще, что произведение двух интегрируемых функций есть 
функция интегрируемая. Предположим сначала, что функции Л (х) 
и №(х) положительны; пусть будут М, т, М’, т, У, м: верхние 
и нижние грани трех функций Л (х), Х (х), Л (х), (< ) в промежутке 
(х._1, Х,); $, $, 5, 5', Х, в— соответствующие суммы для некоторого раз- 
биения (а, 6). "Очевидно, 
г 
= М, М, ит, т’, 
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следовательно, 
Ц ! 
ЭХ, — в, = М, М, — т; т = М, (М, ‚+ т, (М, — т), 


и подавно 
ЗА, — в, = М(М,—т,) + М' (М, — т), 


где через М и М' обозначены верхние границы функций ДЛ (х) и Х, (х) 
иромежутке (а, 5). Умножая это неравенство на х,— х,_1 и складывая 
все аналогичные неравенства, получаем: 


У ом мМ (5-9. 


Следовательно, разность Х — в стремится к нулю. 

Если функции Л (х) и Х(х) имеют любые знаки, к ним всегда можно 
прибавить два постоянных С; и С,, так чтобы д (х) --- С, Л (х) С, 
были положительны. Так как произведение 


[А (<) + СИА (х)-Е С =АЬРСЬ-ОА- С.С, 


интегрируемо, то это справедливо и для АХ. 

Сопоставляя эти различные предложения, мы видим, что если 
Л, №... ЛЬ суть интегрируемые функции, то любой целый многочлен 
относительно Х, /,, .. ЛЬ является также интегрируемой функцией. 

72. Определенные ннтегралы. Пусть /(х) — интегрируемая функция 
в промежутке (а, 6). Общий предел сумм 5 и $ называется определен- 
ным интегралом и изображается символом 


-1 


а 
напоминающим его происхождение: \ — есть стилизованная буква 5. По 


самому определению / всегда заключен между двумя суммами $ и 5, 
соответствующими любому способу разбиения; если в качестве прибли- 
женного значения для / взять какое-нибудь число, заключенное между 
би $, то допущенная при этом погрешность меньше разности $ — $. 

Обратимся к общему случаю. В определении интеграла можно за- 
менить суммы би $ более общим выражением. Пусть дано разбиение 
промежутка (а, 6): 


а, Ху М...) Хр Хрьььу Хар В: 


Пусть будут &, Ё,,..., &,... значения переменного х, принад- 
лежащие соответственно каждому из этих промежутков, так что 
(Хх =х)). Сумма: 


1(5:) (ж, — а) + (5,) (м, — х) |... ЕЛ) (6 — хи) = 


у 18) (хх, 1}, 


1=1 
очевидно, заключается между суммами $ и $, так как всегда 
т, <= }(&,) = М; если функция интегрируема, то эта сумма также имест 
пределом /. В частности, если мы предположим, что &, 6,...) $ 


(2) 
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совпадают соответственно са, х.,..., Х„_1, ТО получим сумму (1), 
рассмотренную выше ($ 67). Произведение 1($.) (х,—х,_1) называется 
элементом интеграла. 

Из определення интеграла непосредственно вытекает несколько след- 
ствий. Мы предполагали а<_р. Если мы переместим пределы а и 6, 
то все множители х,—х,_| изменят знакн, и сам предел переменит 
знак; следовательно, 


а 


| 1(х) ах = — \ (хе) ах. 


ь 


я — < 


Из определения ннтеграла следует также, что 


Ш 


Г 
(<) == Л(х) 4х -- \/(х) ах 


Если с заключается между а и 2, то это равенство очевидно; если 
же, напрнмер, ф заключается между а и с, то предыдущая формула 


также верна, если только функция }(х) интегрируема между а и с, 
так как мы можем написать: 


с |: Ь Ь 
(ху ах == (дах — \ Цоах == \ беуах + | лед ах. 


с а 


$. —5> 


Всли Г(х) == Аз (х) | ВФ (х), где А и В — постоянные, то 


в 


Ь Ь ь 
\ 74%) ах =А\ 9 (9) 4х + В\ $ (х) ах 


а а 


такое же равенство будет нметь место и для суммы любого числа функций. 
В более общем случае, если с, а,..., {[— любые числа, мы имеем: 


Ь с Ь 
|} у(х) ах июль (ах... + \ (ах; 
а 1 


а 


это разбиение употребляется для вычисления интеграла, если функ- 
ция Г(х) имеет точки разрыва или если она имеет различные анали- 
тические выражения в разных частях промежутка (а, 6). 

Выражение 7Х(з,) в формуле (2) можно заменить еще более общим 
выражением. Разобьем промежуток (а, 6} на п частичных промежутков 
{а, х)-.., (Хель Хр, +.) (х„_1, 6). Для каждого промежутка (хр, Хх!) 
возьмем какое-нибудь количество &; под условием, чтобы &, стремнлось 
к нулю вместе © длиною (х,—х;_1) рассматриваемого промежутка. Мы 
будем говорить, что &, стремится равномерно к нулю, если для всякого 
положительного числа ё можно найти такое, не зависящее от 7, поло- 
жительное число т, чтобы при (х,—х,_:} меньшем 1 было 15| <=. 
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Докажем, что если ъ, равномерно, стремится к нулю, то сумма 


=Уя + 5 (= — Х!-1) 


ь 
имеет пределом определенный ‘интеграл \ Х(х) 4х. Возьмем число \ на- 


а 
столько малым, чтобы при условии, что все промежутки (х,— м, 1) 
меньше и, удовлетворялись неравенства: 


п Ь 
Ух) (ха) — ул) ах < в, |616, 
1=1 п ь 
и рассмотрим разность 


Ь п Ги 7 
$ —\ (ах = УИ (х— 1) —\ х) ах У, —х, 1). 
а = а 


При указанных условиях абсолютная величина правой части послед- 
него равенства, очевидно, меньше ё+=(6 — а), и мы имеем: 


ву <е в (6 — а). 


Таким образом теорема доказана * 

73. Формула среднего значения. В дальнейшем мы будем предпола- 
гать везде, где не будет сделано особых оговорок, что функции под 
знаком интеграла непрерывны. 

Пусть будут Ё(х} и 9(х) две функции, непрерывные в промежутке 
(«, 5), причем межлу а и В функция ф(х) имеет постоянный знак; для 
определенности мы иредноложим, что аи $(х) > 0. 

Предположим, что ‚промежуток (а, 5) разбит на более мелкие про- 
межутки; пусть будут $, %,..., =»... значения переменного х, при- 
надлежащие соответственно к каждому из этих промежутков. Все 
числа (5) будут заключаться между пределами М и т функции Х(х) 


в промежутке (а, 6) й 
т == (=) = М. 


Умножим все эти двойные неравенства на множителей 
> 
$ (59 (,— Х:1), 


которые, по Ва все положительны, и сложим. Мы видим, 
что сумма У/() 9 (8) (х,— х,_1) будег заключаться между суммами 
туз (6 О к) | 

Если число частичных промежутков неограниченно возрастает, то 
мы имеем в пределе: 


. © 


Ь у 6 
то) <) ах < СМ \ 4 (х) 4х. 


*В приложениях чаще всего встречаются определенные интегралы, как пределы 
сумм именно вида (3). Поэтому нам часто придется применять это свойство, которое 
распространяется и на двойные и тройные интегралы. 
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Эти неравенства можно заменить равенством: 
ыы Ь 
\9(%) 9х) ах = в | (х) ах, (4) 
а а 
где и содержится между т и М. Так как функция 7(х} непрерывна, 
то она принимает значение д при некотором значении х ==, заклю- 
чающемся между аи В, и мыз имеем: + 
ь ь .. 
(бе) о (хак = К) | 9%) ах, (5) 
а а 


где & заключается между аи. Если, в частности, мы предположим 


® (Хх) =1, то чатеграл \ 4 х, по самому определению, равен б— а, и мы 


5: 


получим: 


, | 
\ бе) ах == (6 — а) (о) (6) 


74. Вторая формула среднего значения. Бонне (Воппе)} дал другую 
формулу среднего значения, которую он вывел из следующей важной 
леммы Абеля (АБе]). 

Лемма. /Лусть будет =, &,..., =, ряд положительных убыва- 
ющих количеств, и и, и,..., и,— такое же число произвольных 
положительных или аеьнмх количеств. Если все суммы 
50» $1 == Ни), .-., 5 = Е и... + и, заключаются между 
двумя числами А и В, то’ сумма 

== аи, +... ем, 
заслючается между Ау и Ва. 

В самом деле, мы можем написать: 


и — 59, 11—51 — 5%, (у И — $5 —$ 


следовательно, сумма 5 будет равна: 


5 (0 —.) 51 (1 в) +... Нбр (1-е) 5, 


Так как все разности = — 1, 2 &,..., ®,_1 -@, Положительны, 
то мы получим два предела для >, заменяя сначала 5%, 51, °.., 5, Их 
верхним пределом А, а потом их нижним пределом В. Отсюда имеем: 

— =, - г; Е 1 — АЕ: 
5<А (0 фары... ааа, е,) = Ав; 
точно так же получим: $_> Вз,. 
Пусть теперь /(х) и 9(х) — две интегрируемые функции, причем 


функция $(л} положительна и убывает, когда х возрастает от а до 6. 
ь 


Интеграл \ л(х) 9 (<) 4х есть предел суммы 


а) (а) (ха - ды)... 
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которая содержится между двумя суммами: 
= у М иж в Г У т (ху 1) (4 — Хр), 
В 1 


где М, и т, суть границы У(х) в интервале (х,_1, Х,}. При этом разность 
П—Г меньше, чем 


$ (а) У (Ма— т, (их), 


и следовательно, стремится к нулю, так как Х(х) интегрируема. Рас- 

сматриваемый определенный интеграл есть, следовательно, общий пре- 
1 " —_ 

дел сумм Ли Г”, а следовательно, и суммы =» ф (х,_1) (х,—, 1), 


где м, — какое угодно число, заключенное между т, и М,. 
Выберем эти числа м, так, чтобы 
Ж 
мои м = дах, 


— 


что возможно на основании первой теоремы о среднем. Так как 

числа $ (а), $ (х.)... положительны и убывают, то из леммы Абеля 

следует, что эта последняя сумма / содержится между Аф(а) и Ву (а), 
с 


где Аи В обозначают максимум и минимум интеграла (1(х) ах, ко- 


& 
гда с изменяется от а до 2. Так как этот интеграл есть, очевидно, не- 


прерывная функция от с, то, переходя к пределу, мы можем написать: 


ь Е 
\ усе дах = (а) уах а Е. (7) 
а а 

Если функция $(х) убывает, не оставаясь, однако, положительной, 
между а и 6, то можно применять более общую формулу, принадле- 
жащую Вейерштрассу. В самом деле, положим: $ (х) = (5) НФ (х) 
функция $ (х) положительна и убывает, и мы можем применить фор- 
мулу (7), которая дает: 


Ь 
| 5429 $ (сх) ах = [4 (а) -— 9 (6) | од ах. 


Вл 


Отсюда мы находим: 
ь Е 
(л (ох ах == (ха (в) ах-| (9 (а) — 9 (91| Л ах, 


а 
ИЛИ 


=— < 


Е о ь 
Лоу (х) ах (а) (ху ах-- $ (6) | (ах. 
а В 


Аналогичные формулы мы получаем для случая, когда функция %(х) 
возрастает. 
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75. Переход к первообразным функциям. Рассмотренные общие тео- 
ремы применимы ко всем интегрируемым функциям. В последующих при- 
ложениях подлежащая. интеграции функция есть чаще всего функция 
непрерывная или, в крайнем случае, имеет лишь конечное число раз- 
рывов в интервале интеграции. Заметим раз навсегда, что, поскольку 


значение интеграла зависит только от природы подинтегральной функ- 
ь ь Г. 


ции и от пределов, символы (7 (х) ах, Аи) а=, \ Роаь... имеют 


а а а 
абсолютно тождественный смысл. 


Если мы оставляем один из пределов, например нижний предел а, 
постоянным, а верхний предел рассматриваем как переменный, то инте- 
грал есть функция этого предела, и мы напишем: 


х 


Е (= \ К 44. 


Г 


Так как функция (Хх) ограничена, то очевидно, что Р(хХ) есть непре- 
рывная функция от х. 
Покажем, что эта функция имеет своею производною функцию }(х). 
В самом деле, мы имеем: 
х Ей 
Ех) — Р(х) = \ и 4, 


х 


или, применяя формулу среднего значения (6): 
Е(х-- 1) — Е(х) = (®), 


причем & заключается между хи х--#. Если Й стремится к нулю, то 
‚7(&) стремится к пределу Г(х); таким образом функция Р(х) имеет 
своею производною функцию Х(х). 

Всякая другая функция, имеющая ту же самую производную, полу- 
чается через прибавление к Е(х) произвольного постоянного С (5 17). 
Отсюда видно, что если функция Х(х) имеет одну начальную функ- 
цию Р(х), то она имеет их бесчисленное множество. Но между всеми 
Этими функциями есть одна и притом только одна, которая принимает 
при х==а заданное значение уз; это будет функция: 


у + (70 4. 


В тех случаях, когда это не может привестн к недоразумению, поль- 
зуются одною и тою же буквою х как для обозначения верхнего пре- 
х 


дела, так и для обозначения переменного интеграции, и пишут (ибо) ах 


а 


вместо \ (1) 4. Но очевидно, что определенный интеграл зависит только 


&°—к 
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от своих пределов и от подинтегральной функции; какою буквою обо- 
значено переменное интеграции, это совершенно безразлично. 

Всякая функция, имеющая производною {(х}, называется неопреде- 
ленным интегралом от }(х) и изображается символом: 


\ ло ах, 


причем пределы не указываются. Согласно предыдущему имеем: 
Хх 
(в) ах | (сх) ах + С. 
а 


Обратно, если мы нашли каким-нибудь способом функцию Р(Х), 
имеющую производною Х(Х), то можно написать: 


\ 7) 4х Е(х) + С. 


Чтобы определить постоянное С, достаточно заметить, что при 
х==а левая часть последнего равенства равна нулю. Следовательно, 
должно взять С=—= — Р(а); отсюда имеем основную формулу: 

х 


(к ах = Е) — Р(а). (8) 


а 


Заменив здесь }(х) через 2'(х), получим: 


Ех —Е(а)-—=\ЕР(хах; 


а 
прилагая теорему о среднем значении, будем иметь: 
Е (х) — Р(а) = (х—а)Ё' (3, 


причем & заключается между Х и а. Мы здесь вновь получаем формулу 
конечного приращения, но этот вывод менее общего характера, чем 
первый ($ 17), так как он предполагает непрерывность производной Р” (Х). 

Основная формула (8) была выведена в предположении, что функция 
7(х} непрерывна между а и. Не обратив внимания на это усло- 
вие, мы можем притти к парадоксальным заключениям. Так, полагая 


1 
=, из формулы (8) получим: 


Левая часть имеет смысл только в том случае, если а и В имеют оди- 
наковые знаки, тогда как правая часть имеет определенное значение 
и в том случае, когда аи 6 будут иметь разные знаки. Мы увидим 
в дальнейшем, при изучении определенных интегралов, взятых между 
мнимыми пределами, в чем состоит объяснение этого парадокса. 
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Точно так же по формуле (8) имеем: 


В 


\ И ро 
Л(х) (а) 
а 

Если знаки количеств /(а} и Х(5) противоположны, то /(х) обращается 
в нуль между аиф, и обе части предыдущего равенства не имеют 
пока для нас никакого смысла. Впоследствии мы увидим, какое значе- 
ние должно приписывать этому равенству. 

Формула (8) может быть также не вполне определенною. Так, пола- 


1 
гая =, получим: 
ь 
=агс 96 — ас а. 


а 
Левая часть имеет вполне определенный смысл, тогда как правая 


часть имеет бесконечное множество значений. Для устранения неопре- 


деленности положим 
х 


а 
ге = | ов 


и 


Функция Р(х) непрерывна во всяком промежутке и обращается в нуль 
вместе с х. С другой стороны, обозначим через Агс № х дугу, заклю- 


п п. 
чающуюся между —— и —. Эти две нкцни имеют одну и 
у у о о у 


ту же производную и обращаются в нуль при х = 0; следовательно, они 
тождественны между собою, и мы можем написать’ 


Г а 


ь 
ах ах ах 

— —- —= Агс — [с 

| а | ЕР Ао, 


а о 0 


при условии принимать всегда для Агс 5 значение, заключающееся ме- 


п п 
Точно так же можно вывести формулу: 


Ь 
"” ах 


УТ - 
а 
где корень взят в его положительном значении, а и 2 заключаются 
между —Г и --1, и через Агс зшлх обозначена дуга, заключающаяся 


между — 5. и ->. 


— Агсзш р — Агс та, 
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Вообще, если первообразная функция Р\(х) имеет несколько значений, то 
нужно выбрать одно из начальных значений Г(а) и проследить непрерывное 
изменение этого значения при изменении х в одном и том же направлении от 
а до $. Иногда оказывается более удобным вводить разрывную первообразную функ- 
цию, но для этого необходимо сначала обобщить формулу (8). Эта основная формула 
была выведена в предположении, что обе функции } (х) н Р (х) непрерывны в интер- 
вале (2,6) и что в каждой точке этого интервала Р’(х) =} (х). Теперь мы сде- 
лаем несколько более общие предположения. Предположнм, что обе функции 
Е(‹) н;(х) удовлетворяют предшествующим условиям, за исключением конечного 
числа точек интервала (а,8), которые мы назовем исключительными точками. 
Кроме того, мы допустим, что }(х) остается ограниченной, и что Р (х) имеет в этом 
интервале лишь точки разрыва первого рода. Предположим сначала, чтобы ви- 
деть, как изменится в этом случае формула (8), что в интервале (а,5) имеется 
лишь одна исключительная точка с; обозначая через = весьма малое положи- 
тельное число, мы можем иаписать, предполагая, что а«с< В 


ь г—е се ь 
ибо ах родах дах о) 4, 
а а. с—в С+Е 


или, так как между аи с-—-з, как и между с--еи 5, нет исключительных точек: 


ь с--в 

ура Ре-)-Р@ + УР — Ре. 

а СЕ 
с--® 

Когда = стремится к нулю, то \ $(‹) 4х также стремится к нулю, и мы имеем 
се 
в пределе; 
ь 


Уоах=Р®—Р(@)—&, 


> 


где через А, обозначена разность Р( +0) —Р( —0), или скачок Е(х) 
в точке с. 

Если в интервале (а,8) имеется несколько исключительных точек, то мы 
разобьем его на частичные интервалы, каждый из которых содержит не более 
одной исключительной точки. Применяя предшествующее рассуждение к каж- 
дому из этих частичных интервалов и пользуясь полученными результатами, на- 
ходим: 


— 55 


Еодах == ЕЕ (а) — ха, (9 


я 


где ХА есть сумма скачков Р(х) в интервале (а, 5). Если Е(х) непрерывна, то 
эта формула (9) приводится к формуле (8); мы видим, следовательно, что фор- 
мула (8) применима также и к ограниченной функции }(х), имеющей произволь- 
ное конечное чнсло точек разрыва 2 (а, 6), если только первообразная функция 
непрерывна. Это замечание мы распространим в дальнейшем также и на случай 
неограниченной функции. 

76. Указатели. Как указано выше, если начальная функция Р(х) имеет 
несколько значений, то нужно выбрать одно из ее значений прн х==а, Г (а) 
и следить за непрерывным изменением этого значения при изменении х в одном 
и том же направлении от а до 6. Возьмем, например, интеграл; 


|: Ь 
Р' О— РО! 
РУ 


а а 


СРО — 
Ч ус 
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где 


9-0, 


и Б, О— две функции, непрерывные в промежутке (а, 5) и не обращающиеся 
одновременно в нуль. Начальная функция есть агс {о /(х). Если © не обращается 
в нуль между &@ и 5, то }(х) ие обращается в бесконечность между этими пре- 
с к 
делами, и Агс {6 } (х) заключается между — ъ и -- о. Но этого, вообще, не будет, 
если уравнение 0-0 имеет корни в промежутке (а, 5). Чтобы узнать, каким 
образом должно в этом случае изменить общую формулу, введем опять 
о и п 

обозначение Агс 15 для дуги, заключающейся между — 5 И + › -И предположим 
сначала, что О обращается в нуль между а и 6 тол ко один раз при х—с. Мы 
можем иаписать; 

с-—в Е = ь 


|: . 
лье |=] + |, 


а Се сЁ= 


гдеен 5’— два очень малых положительных числа. Так как функция }(х) не 
обращается в бесконечность ни между а и с—, ни между сте и 6, то мы мо- 
жем иаписать: 


ь се =' 
годах _ —&_— — г 
ре — Агс 4 (с — =) — Агеев }(а) | Агс 1 }(Ь) — Але ву (ее) + | . 


а {—= 


Здесь может представиться несколько случаев. Предположим для определен- 
ности, что } (х) обращается в бесконечность, переходя с -|- со на,— со. Тогда } (с — :) 


к 
будет положительно и очень велико, А.с {я { (с — г) будет очень близок к 2, (се = 


будет отрицательно и очень велико, Атс4р (с |+ =) будет очень близок к — у ;что 
с =" 

касается интеграла \ ‚, тоего абсолютная величина будет очень мала, как в этом 
а —е 

можно убедиться, заменяя под интегралом {(х) через б . Переходя к пределу, 


получим: 
1 
°}’(х) ах 
5 =щд-- Агс № }(8} - Але Ш} (а). 
ГЕРО) ) 
[73 
Точно так же можно доказать, что если функция }(х) переходит с — 20 
на - ©©, то нужно отнять п. В общем случае должно разбить промежуток (а, 5) 
на такие промежутки, чтобы в каждом из них функпия }(х) обрашалась в бес- 
конечность только один раз. Приложив к каждому из этих промежутков прежние 


выводы и сложив полученные результаты, найдем: . 
Г: 


2 4х — дет у (в) — Акб 
РР = — Асю {(а — "т, 
бод Ас ВУ — гео) К— К) 
а 

где К есть число, показывающее, сколько раз функция }(х) обращается в’.бес- 
конечность, переходя с -- С® на — ©©, а К’ есть число, показывающее, сколько 
раз /кх) переходит с — с® на -- с®. Это число К — К’ называется указашелем 
функции }(х) между а н 2. 
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у 
Если Х(х) представляет рациональную функцию > ‚ то можно вычислить ука- 


затель при помощи элементарных действий, даже не зная корней многочлена У. 
Мы, очевидно, можем предположить, что многочлен У, взаимно простой с много- 
членом И, и что его степень ниже степени И, так как от вычитания многочлена 
указатель функции не меняется. Выполинм ряд лелений, при помощи которых 
находят общий наибольший делитель между Уи М, с тою только разницею, 
что каждый раз мы булем менять знак у остатка. Разделим сначала У на И,; 
мы получим частное О; и остаток — У». Затем разделим У, на У; мы получим 
частное (5 и остаток — И, и т. д.; наконец, мы придем к постоянному остатку — 
Ул - а: Таким образом мы получим ряд равеиств: 


Ряд многочленов: 


{10) 


обладает существенными свойствами ряда Штурма ($4{игт): 1) два рядом стоящих 
многочлена не могут обращаться в нуль при одном и том же значении х, так как 
ив этого мы последовательно вывели бы, что при этом значении х должны об- 
рашаться в нуль и все другие многочлены и, в частности, постоянное У ль 
2) когда один из промежуточных многочленов У, У...., У», обращается в нуль, 
то число перемен, представляемое рядом (7), не меняется. так как, если \, равно 
цулю при х =с, то Уф, и У,., будут иметь при х=е противоположные знаки. 
Из этого следует, что число перемен в ряде (10) может измениться только тогда, 


и 
когла х проходит через корень уравнения У — 0. Если при этом —1 переходит 


и 
с -С® па — ©%, то число перемен увеличивается на единицу; напротив, оно 
уменьшается на единицу, если у переходит ‹ — © на - ©©. Таким образом 


указатель функани }(х) равен разности между числами перемеп в ряде (10) при 
х = има. 

‚ 77. Площадь плоской области. Будем называть многоугольною областью 
всякую плоскую ограниченную область, границы которой состоят из 
конечного числа прямолинейных отрезков; эта область может состоять 
из нескольких многоугольников, не имеющих никакой общей точки. 
Определение площади такой многоугольной области известно из элемен- 
тарной геометрии. Рассмотрим теперь замкнутую простую кривую С, 
разделяющую плобкость на две области, внутреннюю область Ш) и внеш- 
нюю область. Приписать области ЛД) определенную площадь — значит, 
в сущности, допустить следующий постулат: | 

(1) Существует число и притом только одно, большее всякого 
числа, измеряющего площадь любой многоугольной области, содер- 
жащейя в О, и меньшее всякого числа, измеряющего площадь любой 
многоугольной области, содержащей в себе О. 

Существование единственного числа, удовлетворяющего предыдущему 
устовию, может быть строго доказано в том случае, когда кривая {в 
удовлетворяет некоторому весьма общему условию, которое всегда уло- 
влетворяется для кривых, которые обыкновенно рассматривают. 
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Пусть будет Р многоугольная область, содержащая О, р — другая 
многоугольная область, содержащаяся в О), А и а— соответствующие 
площади этих обеих областей. Ясно, что каковы бы ни были обе много- 
угольные площади, мы имеем А`>а. Следовательно, числа А имеют 
нижнюю границу 9[, и числа а имеют верхнюю границу 9; сверх того, 
необходимо УГ =. Если %{' =5{, то площадь ШО называется квадрируе- 
мою, и число а есть мера площади области )*. Ясно, что это число — 
единственное, которое удовлетворяет условию (1). 

(//) Д.оя того чтобы область О была квадрируемою, необходимо и 
достаточно, чтобы для всякого положительного числа е можно было 
найти такую многоугольную область Р, содержащую 0), и такую 
другую многоугольную область р, содержащуюся в О, чтобы разность 
А — а площадей областей Ри р была меньше в. 

По самому определению, условие необходимо. Оно вместе с тем 
и достаточно, так как разность А — а не может быть меньше разности 
3 —9[. Отсюда следует, что если область О квадрируемая и имеет 
площадь 9%, то всегда можно найти такие две многоугольные области 
Рир, одну — содержащую О, а другую — содержащуюся в О), чтобы 
разности А —З[, 3 — а были меньше всякого данного положительного 
числа в. Предыдущее условие (П) квадрируемости площади 0) может быть 
иначе выражено следующим образом: необходимо и достаточно, чтобы 
можно было заключить границу С в такую многоугольную область, 
площадь которой была бы меньше всякого данного числа. В самом 
деле, многоугольная область, содержащая С, есть разность двух много- 
угольных областей, одной -—— содержащей 0), а другой — содержащейся вр. 

Вообразим, что область О, образованная точками, внутренними к С, 
разбита на две аналогичные области Д., /`5; пусть, например, прове- 
лена дуга С’, лежащая внутри О и соединяющая две точки С. Если О, 
и О, квадрируемы, то это справедливо и относительно О, причем пло- 
щадь С) равна сумме площадей О. и Д.. 

Пусть Р, и р, —две многоугольные области, одна — заключающая 
Р;, другая — заключенная в О, А) и @, — соответственно их площади; 
пусть Р. и р. имеют то же значение для ДО.; ясно, что многоугольная 
область, получаемая соединением р. и р., заключена внутри О. Следо- 
вательно, а | а, <". С другой стороны, две области Р, и Р, обра- 
зуют в совокупности многоугольную область, заключающую 0. Так 
как они имеют общую часть, то А, -| А, `>%, следовательно, 
9—3 (4. —а,) | (А, —а,). Так как области О; и О. квадрируемы, 
то разности А, —а,, А, — а, могут быть сделаны коль угодно малыми. 
Следовательно, и двойное неравенство а, + а. << А, -- А, ноказы- 
вает, что площадь О равна сумме площадей О, и О,. Обратно, если 
р ир, квадрируемы, то же справедливо относительно [),; действительно, 
так как Ри О, квадрируемы, границы этих областей можно заключить 
в многоугольные области, площади которых меньше любого заданного 
числа. То же справедливо, следовательно, относительно 0).; а так как 


* Это определение квадрируемых плоских областей можно распространить на 
области, определенные с большею общностью; см. Бер, 1есоп$ зит 1ез 1ИвоНез 
авпёгаез а’ Апа!узе, т. Г, стр. 148. 
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О», таким образом, оказывается квадрируемой, то ее площаль равна 
разности площадей Ди 2... 

Рассуждение может быть обобщено. Если область ДО, граница ко- 
торой состоит из любого числа замкнутых кривых, может быть разло- 
жена на сумму или разность квадрируемых областей, таких, как только 
что рассмотренные, то эта область О квадрируемая, и ее площадь 
равна сумме или разности площадей тех областей, из которых она 
составлена. 

78. Вычисление площади плоской области. Мы будем рассматривать 
лишь плоские области, ограниченные обычно встречающимися замкну- 
тыми кривыми. Нетрудно показать, что они квадрируемы. 

Возьмем сначала область С), аналогичную той, от которой мы от- 
правлялись ($ 67), ограниченную дугой АВ, которую параллель к Оу 

может встретить не более как в одной точке, 

Я д двумя орлинатами АР, ВО и отрезком РФ оси 
Ох. Пусть а и 6 будут абсписсы точек Ри @ 
(а< 6), у= Х(х) — уравнение дуги АВ, причем 
функция 7Л(х) непрерывна и положительна 
в интервале (а, 6). Возьмем возрастающую 
послеловательность чисел х, Х., ... „Мать 
. заключенных между @ и ф, и пусть т, и М, — 
Ге] экстремальные значения }(х) в интервале 

(*,_,‚^,). Рассмотрим два ряла прямоугольни- 

Черт. 10. ков и, и А, ограниченных с трех сторон 

прямыми у=0, х=х,-1, х==х,, с четвертой 

стороны — прямыми у=т;, у= М, соответственно. Ясно, что прямо- 

угольники /, образуют многоугольную область, содержащуюся в Д, а пря- 

моугольники А, — многоугольную область, содержащую Д. Площади 
этих двух областей суть соответственно: 


Уп=У тих), УЮУМИ фу; 


верхняя граница У; и нижияя граница У А, между собою равны. 
Следовательно, область ДО квадрируема, и ее площадь представится опре- 
ь 


деленным интегралом \ /(х) 4х. Этот результат вполне соответствует 


а 
интуитивному геометрическому определению площади. Заметим, что, 
каков бы ни был знак /(х) в иитервале (4,6), мы можем рассматривать 


Р 


ь 

определенный интеграл \/(х) 4х как некоторую площадь, если только 
+) 
а 


мы. примем то соглашение, о котором говорили выше (5 68). Поэтому 
мы сохраняем термин квадратура для обозначения вычисления опреде- 
ленного интеграла. 

Рассмотрим тенерь область, ограниченную отрезками АА’, ВВ' лвух 
параллельных прямых и двумя кривыми Ат, В, А’т, 6', которые рас- 
положены между этими прямыми и встречаются с параллелью к этому. 
направлению лишь в одной точке, и притом не пересекаются. (черт: 10).. 
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Выберем за ось Оу прямую, параллельную АА', а за ось Ох — прямую, 
перпендикулярную, и притом так, чтобы вся область была расположена 
поверх этой оси. На чертеже отрезок ВВ’ стягивается в точку В; пусть 
У1= 4$: (^), у = Ф,(х) — уравнения дуг Ат, В, А’т, В'. 

Область Л) есть разность двух квадрируемых областей, ограничен- 
ных контурами Аж, ВОРА; А’т, ВОРА'!; следовательно, она и сама 
тоже квадрируема, и ее площаль равна разности, двух интегралов: 


Всякая область, которую можно разбить на несколько областей 
того же вида, как только что рассмотренная, будет, следовательно, 
квадрируема, и ее площаль выразится алгебраической суммой опреде- 
ленных интегралов. Если оси координат не прямоугольны и составляют 
угол @, то определенные интегралы нужно помножить на 310. 

Иногда бывает удобно пользоваться для вычисления площадей поляр- 
ными координатами. Пусть требуется вычислить площадь области, огра- 
ниченной прямыми ОЛ, ОВ, составляющими углы 0 и ® с полярной 
осью Ох (8, < 9), и дугою АМВ, расположениою внутри угла АОВ, и 
встречающейся со всякой полупрямой, принадлежащей углу АОВ, лишь в 
одной точке. Пусть будет р-= /(%) уравнение этой дуги АМВ в полярных 
координатах. Разобьем угол АОВ на некоторое число меньших углов 
посредством радиусов-векторов, которые составляют возрастающие углы 
®, ,,... с осью Ох. Пусть будут ОМ,, ОМ,,, —лва послеловательных 
ралиуса-вектора, составляющих с Ох углы ®,;, ®;.,, ар,, р, минимум 
и максимум /(0) в интервале (®,, ®,,1). Построим, с одной стороны, рав- 
нобедренный треугольник #,, одна из вершин которого совпадает с О, 
а две другие находятся на ОМ, и ОМ,, 1 на расстоянии р, от О, с дру- 
гой стороны — прямоугольный треугольник ГТ,, одна из вершин кото- 
рого попрежнему совпадает с О, другая, соответствующая прямому 
углу, получится, если отложить на ОЛ, длину, равную 7, а третья 
находится иа ОМ;,1. Ясно, что совокупность треугольников &, образует 
многоугольную область, содержащуюся в 0), а совокупность треуголь- 
ников Т,— другую многоугольную область, содержащую 0. Площади 
этих двух областей соответственно равны 


1 ' : 1 п 
5) (2,)2 5 (®,,1— ©), 5) (РЕ (9,1 — ©) 


2 
1 
и имеют своим общим пределом 5. 224ю. Первая из иих, например, 
м 


может быть написана так: 


5. у (2,721 — =.) (в; — 9), 
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где в; стремится равномерно к нулю вместе с (,,, — %.). Следовательно, 
площадь области О равна определенному интегралу 


| 


1! 
р 224%; 


[9 


1 
-5 024 есть элемент площади в полярных координатах. Геометриче- 


ское значение его очевидно. 

К этому частному случаю легко приводится случай области, огра- 
ниченной контуром обычной формы, если рассматривать его как сумму 
или разность некоторого числа областей того же вида, как только что 
рассмотренная. 


Примечание Г. Число, измеряющее площадь области, ограниченной зам- 
кнутой кривой, было определено как сечение в области положительных чисел. 
Из этого определения вытекает ряд свойств, которые также могли бы служить 
определениями. Вот одно из них, Которое, быть может, ближе подходит к обыч- 
ному представлению площади. Пусть С — замкнутая плоская кривая, ограничи- 
вающая квадрируемую область О плошади 3. Возьмем многоугольную область Р, 
содержащую /2, площадь которой меньше 3[--®, и другую многоугольную об- 
ласть р, содержащуюся в О, плошадь которой больше А--:. В таком случае 
площадь многоугольной области А, представляющей разность областей Р и р, 
будет меньше 2:.. 

Эту многоугольную область можно заменить другой мпогоугольной областыо 
К, заключающей С, с площадью, меньшей 4:, граница Ё которой не амеет ни 
одной общей точки с С. В самом деле, ломаную [, ограничивающую К’ извне, 
можно заменить другой ломаной, образованной прямыми, параллельными звеньям 
первой и проходящими от них на расстоянии, достаточно малом для того, чтобы 
площадь области, заключениой между обеими ломаными, была меньше =; так же 
можно поступить и в отношении ломаной Г, ограничивающей К изнутри. 

Проведем теперь две системы прямых, параллельных двум взаимно пернен- 
дикулярным направлениям и отстоящих друг от друга на расстоянии 2. Мы по- 
лучим троякого рода квадраты: 1} квадраты внутоенние по отношению к О, 
все внутренние точки которых принадлежат к О); 2) квадраты внешние, которые 
не имеют с О ни одной общей точки; 3) смешанные квадраты, которые содержат 
как точки, принадлежащие О, так и точки, внешние по отношению к О. Нетруд^ 
но видеть, что сумма площадей смешанных квадратов стремится к нулю, 
когда 2 неограниченно убывает. В самом деле, пусть 8 есть минимум расстояния 
точки контура С от точки ломаной Г, ограничивающей область К\. Если р взято 


меньщим 1/5 то все смешаииые квадраты, наверное, принадлежат Кь Так как 


каждый из них имеет точку, лежащую на контуре С. В таком случае сумма пло- 
щадей этих смешанных квадратов будет меньше 4=, а следовательно, она стре- 
мится к нулю вместе с р, так как = — произвольное положительное число. Точно 
так же мы убеждаемся в том, что сумма площадей внутренних квадратов 
имеет пределом площадь области О, когда р неограниченно убывает. В са- 
мом деле, эта сумма меньше 3(, но сумма плошадей квадратов виутренних и сме- 
шанных больше %[; так как сумма площадей смешанных квадратов меньше 4, то 
мы заключаем отсюда, что разность между площадью А области О и суммою пло- 
щадей внутренних квадратов меньше 4:. 

Примечание И. Рассмотрим, в частности, такую область, какая изобра- 
жена на черт. 1 (8 9), ограниченную контуром 


АСС'РБ'ВВьАаА; 


ордината точки линии АСС'ОО’В есть функция { (х) абсциссы, имеющая некото- 
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рое число точек разрыва первого рода. Площадь этой области, очевидно, равна 
сумме площадей областей АССьАь, СОБоСь, О' ВВГ т. е. сумме интегралов 


с а ь Ь 
\уодчя + \ одах + \ У одах== \ Г дах. (и 
р’ у а и 


Если мы заменим ординату ВВ. переменной ординатой, то определенный 
Хх 
интеграл Е(х)= | }(х) ах будет все же непрерывной функцией х. В точке х, 


ус 
где (у) непрерывна, мы имеем РЁ’ (х) = }(х). Для точки разрыва, например для 
точки х==е, мы имеем: 


Ре+ь во = | Дохе 0505 


Рей —Е 
отношение ее. имеет пределом {(с-+ 0) или Ё}(с -— 0) в зависи- 


мости от того, положительно ли й, или отрипательно. Этот пример ясно пока- 
зывает, что, если Х(х) есть функция интегрируемая, но ие непрерывная, инте- 
Хх 


грал Е (х) = [1 4х не будет непременно иметь {(х) своею производною. 
ГО 


79. Длина дуги кривой. Пусть будут 
х=/1(, у=$(1), 2=1(1 (12) 


три функции переменного #, непрерывные в интервале (а, 6), где а. 
Когда Ё возрастает от а до 6, точка с координатами (х, у, г) описы- 
вает дугу кривой АВ, замкнутую или нет, которая может иметь неко- 
торое число двойных точек. Возьмем между а и 6 возрастающую но- 
следовательность чисел (а= < В < <... ==), и пусть 
В,,Р.,...,Р‚„_1,Р, будут соответствующие точки кривой, причем Ру 
совпадает с А, а Р, —с В. Эти точки В’, Р,, Рь,..., Ю, суть последо- 
вательные вершины ломаной линии длины [, вписанной в дугу АВ. Ес- 
ли число и неограниченно возрастает, и иритом так, что все разности 
1—1 1 стремятся к нулю, то все звенья этой ломаной также стремятся 
к нулю. Если длина [. стремится при этом к пределу $, то говорят, 
что кривая спрямляемая, и предел $ есть длина дуги кривой АВ. 
Мы покажем, что кривая спрямляема, если функции 1 (1), $ (№, $ (#) 


имеют производные Г\Ё), %'(1, ФЦ, непрерывные в интервале (а, 6)*. 


* Эти условия достаточны, но не необходимы. Условия, необходимые и 
достаточные для того, чтобы кривая была спрямляемою, были даны Жорданом: 
оля спрямляемости кривой С необходимо и достаточно, чтобы множество 
чисел [, измеряющих периметры ломаныл, вписанных в С, было ограничено. 

Это условие необходимо. В самом деле, предположим, что Ё стремится к 
пределу $, когда л неограниченно возрастает, в то время как максимум ^ длины 
звеньев ломаной стремится к нулю. Не может существовать ни одной ломаной 
вписанной в С, периметр [’ которой был бы больше $5. В самом деле, если бы 
существовала хоть одна такая ломаная, то, деля каждый из интервалов на все 
уменьшающиеся частичные интервалы, мы получили бы новые ломаные, перимет- 
ры которых были бы все больше Г’, а следовательно, не могли бы стремиться к $. 

Условие достаточно. Это доказывается рассуждением, совершенно анало- 
тичным тому, которое мы уже употребляли дважды ($ 11 и 70). Пусть 5 — верх- 
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Пусть х„ У, 2, — координаты вершины Р,, а с,— длина стороны 
Р,_ 1. Р;; мы имеем: 


с. (х, (У, У (2—2 
или, применяя формулу конечных приращений к х, —х,_1,...: 


оф ДУ И -- в дР-- "61, 


где &, п» &, заключены между &_ и &. Если интервал (1,_.,&,) весьма 
мал, то радикал весьма мало отличается от 


УР ЕЕ ЕЕ 


чтобы найти предел разности, мы можем написать ее так; 


(8 ЗИ Ле.) . 
ИЕ Е 5. ОНИ Е О-В Е 
Мы имеем: 


Е -Е ИИ... ИЕ -..., 


а следовательно, 


ИЛ) 
ИР. И. 


няя граница чисел [; если = — Наперед заданное положительное число, то суще- 
ствует такая возрастающая последовательность чисел 


(@—%<а<а<... <ар=6), 


з 3 Е 
что периметр А соответствующей вписанной ломаной превосходит $. Рас- 


«мотрим какую-нибудь возрастающую последовательность чисел 
@=<Ь<ЬХ... «Зы 4<ЬЩ), 


которая выбрана так, чтобы все интервалы & — &_: были меньше положительного 
числа т, которое, в свою очередь, меньше наименьшей из разностей а; — а» 
—а,....6—ар-4; пусть [. — периметр соответствующей вписанной ломаной. 
„Мы покажем, что $ — Ё будет меньше =, если только м достаточно мало. 

Для этого представим себе, что числа {, и а, расположены в возрастающем 
порядке, и пусть Л’ — длина вспомогательной ломаной, полученной этим новым 
<пособом разбиения. Число /’ больше или, по меньшей мере, равно Ди А, а 


Е 
<ледовательно, превосходит 5$ — = . 


Мы переходим от ломаной линии длины Ё к ломаной длины /^, заменяя сто- 
роны с, которым соответствует точка а» в интервале (1,1, #), остальными двумя 
«торонами треугольника, имеющего вершинами точки, соответствующие значе- 
ниям В, а», & переменного Ё. Число этих сторон не превосходит р — 1. Пред- 
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Так как три функции }’ (1) #, $! (#1) непрерывны, то любому по- 
ложительному числу & можно а в соответствие другое положи- 
тельное число 1 такое, что во всяком интервале, длина которого 


Е 
меныше {, колебания функций /’(#), $'('), Ф'() оказываются меньше 3: 
Мы имеем, следовательно: 


ЕЕ) + 2, 


где р, стремится равномерно к нулю вместе с &—Ё_:, и следова- 
тельно, периметр [Г —= Ус, имеет пределом (5 72) интеграл 


$ = Иа 94. (13) 


Это доказательство распространяется также на случай, когда про- 
изволные Г, ф', Ф'разрывны в конечном числе точек дуги АВ, что имеет 
место, если кривая имеет угловые точки. В этом случаё достаточно 
было бы разбить дугу АВ на несколько других, для каждой из которых 

',ф’, Ф' были бы непрерывны. 

Из формулы (13) следует, что дуга, заключенная между неподвиж- 
ною точкой А и переменной точкою М, соответствующею значению # 
параметра, есть функция от # имеющая производною 


45 о 

АЕ -ЕУ + 4-4; 
возводя обе части этого равенства в квадрат и умножая на 4, по- 
лучим: 
у 98 == 4х? 4 ау? 4 42. (14) 


Эта формула имеет место, каково бы ни было независимое перемениое. 
Ве легко запомнить в связи с ее геометрическим значением; она выра- 
жает, что 45 есть диагональ прямоугольного параллелепипеда, ребра ко- 
торого равны @х, ау, 42. 


положим, что число п взято достаточно малым для того, чтобы перавенство 
,# —Ё] «т влекло за собою неравенство: 


ПОРЕВО РЕВ Е <, 


что возможно, так как }, $, $ непрерывны; тогда разность 2" — С будет меньше 


а 


Е 
так как ий > 5—5, мы будем иметь также: 2. ‚> $ —:. Следовательно, число [ 


имеет пределом 5. 
Число [, по меньшей мере, равно каждому из чисел 


Ум —хьь Ури, У - аи | . 


Следовательно, для того чтобы Ё было ограничено, необходимо, чтобы три функ- 
ции } (2), $ (6), % (6) были с ограниченным изменением. Эти условия достаточны, 
так как мы имеем, с другой стороны: 


33-1 | Ум 21— 21-1 |. 


Мы можем резюмировать это следующим образом: для спрямляемости кри- 
вой необходимо и достаточно, чтобы три функции }(), %(0, $(® были с 
ограниченным измененчем. 


12 э. Гуреа, =. Тч. 1. 
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Примечание. Прилагая формулу среднего значения к определен- 
иому интегралу, представляющему длину дуги ММ, концы которой 
соответствуют значениям &, # параметра Е (5 >&), мы получим: 


$ == агс ММ, = —5)У Л? 8) 4? (0) + $ (0), 


гле @ заключается в промежутке (4, #1}. Обозначая через с хорлу М, М,, 
мы также имеем: 


с? =[1 (8) —Л (в) (5) —9 (5) (В) — $ (5. 


Прилагая формулу конечных приращений к каждой из разностей 
ДЫ) —/7(%),..., мы можем написать: 


е— (в —&) И (8) + 9? (п) 9? (©, 
причем числа &, 1, & заключаются в промежутке (4, &}. Но, на основа- 
иии прелыдущего, разность обоих корней будет меньше в, если только 
колебания функций /'(1), 9'(1), %( в промежутке (4, 1) будут 


меньше з. Таким образом 
5—е<«Е(Н— Ц) 

5< т 
ИЛ: 8) -- 92 0) + $” (6) 


При неограниченном уменьшении дуги М.М, разность /, — В, а вместе 


и, следовательно, 


1— 


[Я 
с нею и = стремятся к нулю; следовательно, разность 1 — — также 
$ 


стремится к нулю. Таким образом отношение бесконечно малой ду: 
к ее хорде имеет прзделом единицу. 

ПримеР, Пусть требуется найти дугу плоской кривой, ланной 
уравнением в полярных координатах р —=7(®). Принимая ® за незави- 
симое переменное, мы представим кривую тремя уравнениями х==р 03 ®, 
у=031®, 2==0; отсюда имеем: 


45? = 4х? -|- ау? == (со ® ар — рзшо 4)? | (зто 40 | рсоз в 40)?, 


или, после приведения: 


45? — 46? -- р?а?. 
Возьмем, например, харйиоиду, представляемую уравнением: 
р—=Ю-+- АЮсозо. 
Предыдущая формула дает: 
45? — Ю24о? [31 в + (1 4+ соз в)?] — 48? соз? р 40? ; 


при изменении угла. ® между О и п мы будем иметь: 


45 =А с0$ 2 до, 
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и выражение длины дуги будет: 


® 
(+ ЗН >) и 
2 о 


где 0 и ®, — полярные углы, ’ соответствующие концам дуги. Следова- 
тельно, длина всей кривой равна 8Ю. 

80. Направляющие косинусы. При изучении свойств кривой часто бывает 
удобно принимать за независимое переменное длину дуги этой кривой. 
Выберем на рассматриваемой кривой положительное направление и 0бо- 
значим через 5 длину дуги АЛ, заключающейся межлу неподвижною 
точкою А и произвольною точкою М, со знаком - или со знаком — 
в зависимости от того, будет ли направление от А до М положи- 
тельно или отрицательно. Провелем в какой-нибудь точке М’этой дуги 
касательную к кривой в направлении возрастания дуг; пусть будут 
а, ,] углы, образуемые. направлением касательной с положительными 
направлениями прямоугольных осей Ох, Оу, О2. Мы имеем: 


с054 _ с03В  с031 м 1 1 

ах ду 42 ` уае-ф арта 4 
Чтобы решить, какой знак здесь должно взять, предположим, что по- 
ложительное направление касательной образует с Ох острый угол; 


в этом случае х и $ одновременно возрастают, и следовательно, должно 
взять знак |. Если же угол а — тупой, то соз@ отрицательно; здесь, 


ах 
с возрастанием 5, х убывает, ЕЕ также отрицательно, и мы опять 


должны взять знак --. Следовательно, во всех случаях имеем: 


ах . а 42 
с05а=-., со, 6051 де › (15} 
где 4х, 4у, 42, 45 — лиференциалы, взятые относительно произвольного 
независимого переменного. 

81. Изменение отрезка прямой. Пусть будет ММ, (черт. 11) прямоли- 
нейный отрезок, концы которого описывают две кривые С, С,. Возьмем 
на каждой из этих кривых начальную точку 
и установим положительное направление. 

Пусть будут: 5 — луга АМ, $, — дуга А. М\, 
причем эти обе дуги берутся с их знаками, 
1 — длина ММ,, 8 — угол прямой МИ, с по- 
ложительным направлением касательной МТ, 
8, — угол, образуемый прямою М, с поло- 
жительным направлением касательной М. Т.. 
Найдем соотношение между @, 0, и дифе- 
ренциалами 45, 45,, 41. 

Обозначим через х, у, 2, м, у, я 
коордииаты точек М, М,;; черзз а, В, у, 
а, В, 1: — углы касательных МТ и М.Г, с осями координат, 
Мы имеем: 


Черт. 11. 


В (х— 2 -- (у— у, + 2—2), 
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отсюда 


41 = (х — х) (ах — 4х; {+ (у— у,) (4у — 4у,) + (2 — 21) (42 — 42). 


Пользуясь формулою (15) и соответствующею формулою для кри- 
вой С;, мы можем представить последнее равенство в виде: 


а ("рАесова | яв ет] 5 


ы 


(соя | сов, + 7 "вот, 45. 


х—х уу 2-&а , 
Но Г 1, =’, —“ суть направляющие косинусы прямой ММ!; 


следовательно, коэфициент при 45 есть: —с0$8. 


Точно так же коэфициент при 45, есть: — с0$8,, и мы получим иско- 
мое соотношение: 


41 —=— 456050 — 45; с0$8, (16) 


которым будем часто пользоваться. 


82. Теоремы Гревса и Шаля. Вот одно из приложений формулы (16). Пусть 
будут Б, Е’ ‘два софокусных эллипса (черт. 12). Из точки М внешнего 
эллипса Ё' проведем касательные МА, МВ к эллипсу Е. Гри перемещений точ- 
ки М по эллипсу Е' разность МА -|- МВ -- агс АМВ остается постоянною. 

Пусть будут 5 и $’ дуги ОА и ОВ, «— дуга О’М, [и Г- длины АМ и 

М, 9 — угол касательной МВ с положительным направлением касательной МТ; 
на основании фокальных свойств угол МА с МГ равен «— 8 *. Замечая, что АМ 
совпадает с положительным направлением 
касательной в А, и что ВМ противоположно 
положительному направлению касательной 
в В, мы по формуле (16) имеем: 


41-= — 4$ + 9960$ 8, 
ЧЁ == + 45' — 4869080; 


складывая эти равенства, получаем: 
а(-- Г) =9(5' — $) —=@4 мс АМВ, 


откула следует справедливость предложения, 

Это — теорема английского  геометра 

Черт. 12. Гревса (Отауе$). Таким же образом доказы- 

вается следующая теорема, найдеиная Ша- 

лем (СБаз!е$). Даны софокусные эллинс и гипербола, пересекающиеся в точке М; 

если из точки М, взятой на ветви гипербол:, проходящей через точку №, про- 

ведем к эллипсу касательные МА, МВ, то разность дуг МА — МВ равна раз- 
ности касательных МА — МВ. 


Ш. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ. ИНТЕГРИРСВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ. 


Многие из определенных интегралов, которые нельзя получить не- 
посредственно, могут быть найдены при помощи двух общих приемов, 
которые мы здесь изложим. 


* Соединим точку М с двумя фокусами. На основании свойств софокусных 
кривых второго порядка касательная МТ одинаково наклонена к обоим радиусам- 
векторам; точно так же эти радиусы-векторы образуют равные углы с касатель- 
пыми МА и МВ. Отсюда слелует справедливость теоремы, приведенной в тексте. 


(Ред.) 
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83. Замена переменных. Если подстановкою х==ф(!) в определен- 
ь 


ном интеграле \ /(х) 4х мы заменим переменное х новым независимым 
Га 

переменным Ь то получим новый определенный интеграл. Предполо- 

жим, что функция $(!) непрерывна и имеет непрерывную производную 

между @ и 8, и что, при изменении Ё от а до В, $(#) изменяется всегда 

в одном и том же направлении от ф (а) =а до ф (В) =5. 

Разобьем промежуток (а, 8) на части промежуточными значениями 
а... В, 8; пусть будут а, &,х,,..., Хи_з, 6 соответствую- 
щие значения переменного х = ({). На основании теоремы о конеч- 
ных приращениях имеем: 


— ! 
х— хай.) $' (0, 
причем @, заключается между &_у и &. Пусть будет & =4$(0,) соответ- 
ствующее значение переменного х, заключающееся между х,_1 иИх,. 


Сумма 
ЛЕ.) (к — 2) Л (в — 9)... НУ (6 -—*„_) 


имеет пределом данный определенный интеграл. Но эту сумму можно 
также представить в виде 


ИФ (9. )] ф' (8) (1 —@а) + ... 7 (8,)] $' (9) (# — 1) ми ... 
Отсюда видно, что она имеет предедом новый определенный интеграл 


| УФ" (6) 4. 


Таким образом мы получаем равенство: 
ь 


8 
\уач-= (79 (01$ 046 (17) 
а я 
Формула (17) есть формула замены переменных в определенных инте- 
гралах. Мы видим, что новый диференциал под знаком интеграла по- 
лучается посредством замены в /(х) 4х переменного х и диференциала 
Чх через $ (#) и $ '(#) 4, причем новыми пределами служат значения т, 
соответствующие прежним пределам. При надлежащем выборе функ- 
ции 9( может случиться, что новый интеграл будет проще первона- 
чального, но, впрочем, дпя этого нельзя дать никаких определенных 
правил. 


Пример. Пусть а и ® — два положительных числа; мы имеем: 
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и следовательно, мы ‚имеем равенство: 


ав а Ь 


( чем таким ` образом, известное основное свойство логарифма 
ср. 

Некоторые из предположений, которые мы ‘делали при выводе фор- 
мулы (17), не необходимы. Так, нет необходимости, чтобы при измене- 
нии Гот а до В функция Ф (6) изменялась всегда в одном и том же 
направлении. Предположим, например, что при возрастании Ё от @ 
до 7 (< В) Функция $(6) возрастает от а дос (>65), а при даль- 
нейшем возрастании 2 от у до В, 4$(#) убывает от.с до 5. Если функ- 
ция /(х) непрерывна в промежутке (а, с), то к каждому из промежут- 
ков (а, с), (с, 6) можно приложить формулу (17); это дает: 


с 1 

уобах = \ а 
\Уодах = \ Ло а 
с т 


складывая оба равенства, получим: 


ь 8 


\ (ху ах == \ 74 (0 (94 


а 


Напротив, необходимо, чтобы $ (#) была вполне определенною функ- 
циею от 2. Если не обратить вннмания на это условие, то можно 
притти к очевидно неверным выводам. Например, если мы применим 

- +1 3 
к интегралу {ах формулу (17), положив х=#* , то получим: 
—1 


что невозможно, так как второй интеграл равен нулю. Чтобы пра- 
вильно применить формулу, необходимо разбить промежуток {— 1, + 1) 
на два промежутка (—1, 0), (0, 1). В первом промежутке мы поло- 


жим х=— ИВ н будем изменять Ё от 1 до 0; во втором промежутке 
мы положим х==УВ и будем изменять Ёот 0 до 1. Таким образом 
верный результат будет: 

1 


\ из утя- (>72. 


—1 


$ 83—84 Ш. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ . 183 


Примечание. Заменяя в формуле (17) верхние пределы 8 и 8 перемен- 
ными пределами х и & получим; 


х р 


сд аж | Се (91#' (0 4 


а 


Из этого равенства следует, что если мы положим х==$ (1), то функция Р (х). 
производная которой есть }(х), обращается в функцию Ф (8), производная кото- 
рой есть } [$ (1)] $ (1). Последний результат непосредственно следует из формулы 
производной функции от функции. Таким образом мы можем вообще написать: 


удал = ли 0 


Это — формула замены переменного в неопределенных интегралах. 

84. Интегрирование по частям. Пусть будут и и о— функции, не- 
прерывные вместе со своими производными и’ и 9’ между аи 6. Мы 
имеем: 

4 (ио) _ |, Чи. 
ах бах ах’ 


интегрируя обе части этого равенства, получим: 
ь [2 Г.) 


а (ич) __ (| ао | аи 
| Е ак бак [очах 


а а а 


Последнее равенство можно еще представить в следующем виде: 
ь в 
шо — [шо8 — о аи, (18) 
а са 


причем символ [Е (х)8 обозначает вообще разность 
Е(5)— Е (а). 


Заменяя предел 6 переменным пределом х и оставляя а постоянным, 


что равносильно переходу от определенных интегралов к неопределен- 
ным, мы точно так же будем иметь; 


| шао = шо — (оаи. (19) 


Таким образом вычисление интеграла \шао приводится к вычислению 


интеграла (оаи, который может быть проше первоначального. Пусть, 


«) 
например, требуется вычислить определенный интеграл 
ь 


\х”1о х4х (т 1520). 


а 


хт+1 


Полагая и = ШхХ, “тт ‚ по формуле (18) имеем: 
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-ь ь 
хт+1щ х] 8 1 " 
. хт о нения ПОНЫНЕ т = 
}ы* хт 4х [*. Е я ‚|+ ах 
и хх та ь 
[и т (1? т |. 


Эта формула неприменима, если т-- 1=0; в этом случае имеем: 


Ь 
ах [1 8 
1” — | — (шх)?|. 
| пх [5 (шх) | 
а 
Формулу (18) можно обобщить. Обозначим через и", ц",..., и", 


9', 9",..., (7+0 последовательные производные от функций и и 9. 

Прилагая формулу (18) к интегралам \иаот, шаои-т, ...) мы при- 
=) = 

дем к следующим равенства 


ь ь 
\ ио("+1) 4х = и ао ® — [и0)]8 — \ шо) ах, 
а а 


ь ь ь 
иобок ны \ аои-о=шо- —  итои- ах, 
а р. а 
рее 
\ “ах | 0 фо = [шо] 6 — \ ии ах. 
а а а 

Умножив эти равенства попеременно на +1 и —Т и сложив, но- 
лучим: 

ь 

| почт ах = (ат) — от) | ши —... | (— Пе | 


а 


|: 
Е (— 1)" {ибо ах. (20) 
а 


Эта формула приводит вычисление интеграла \ ии("+1) 4х к вычислению 


интеграла \ и" +10 ах. 


В частности, фэормулою (20) удобно пользоваться в том случае, 
когда под знаком интеграла стоит произведение многочлена и сте- 
пени и на производную (й--1)-го порядка от известной функции 9; 
в этом случае мы имеем и("+ =0, и правая часть будет свободна от 
знака интеграла. 

Пусть, например, требуется вычислить определенный интеграл 

ь 
\ е”* 1 (х) ах 


а 


$ 84—85 Ш. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ 185. 


ефх 
где /(^) есть многочлен л-й степени. Положим и =(х), 9 — инт 
выводя е®* множителем, найдем по формуле (20): 
р 
еек [о И с ол 
а 
Тем же способом можно вычислить определенные интегралы: 
ь ь 
\ соз тх 1(х) ах, \ пике (<) ах, 
а а 


где /(х) — многочлен. 

85. Формула Тейлора. Заменим в формуле (20) и функциею 2(х), 
непрерывною между аиф вместе со своими производными до (п -- 1)-го- 
порядка, и положим 9==(8 —х)”". Мы имеем: 

И — ха и(и— (хе... 
9) — (-—1)"1.2... п, 9+) = 0. 


Замечая, что при х==ё функции 9, %', 9",..., 9"-П обращаются 
в нуль, мы получим формулу: 


0 —(— 1)” [гы — п! Р(а) = тЕ" (@} (6 —а) — 
п! 
Ро... Рау | + 


В 
(10 2+ (х) (6 — х)" ах. 


Отсюда имеем: 
р —а в 


Е(5) == Ра РР (а) +5 а д --.. 
1 


Ь 
1 
= \ Ри+т (х) (6 — х)"ах. 
п! 
а 
Так как при изменении х от а до 6 множитель (Б -х)" сохраняет 
постоянный знак, то мы можем применить к последнему интегралу фор- 
мулу среднего значения; это дает: 
ь 
за (х) (6 — х)" Че == 2+ бах = 
а 


а 


+ а" р) (а) + 


п! 


1 
— Ь а)"+1 Райт и (&) 
п 1 ( ) ( ;} 
где & заключается между а и 6. Подставляя это значение в предыду- 


щее равенство, мы получим формулу Тейлора с остаточным ‘членом 
Лагранжа. 
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85 515. Трансцендентность числа е. При помощи формулы (21) можно до- 
казать зваменитую теорему, найденную Эрмитом. Число е не может быть кор- 
ем никакого алзебраического уравнения с целыми коэфициентами *, 


Положив в формуле (21) а=0, о = — 1, получим: 
й 
\ е-х 1 (х) ах == — [е-х Е (хр, 
р 


где 


Бар Ры +... +0; 
это соотношение можно представить в виде; 
| 


Е (5) =е Е (0) — 6 


—>< 


{к е-хах. (А) 


© 


Допустим, что е будет корнем алгебранческого уравнения с целыми ^кобфие 
циентами; 


| со че - сое +... етет ==0. 


Полагая в равенстве (А) последовательно 6—0, |, 2,..., 1 и складывая полуз 
чающиеся формулы, умножив их соответствеино на с, с, ..., си» Получим: 
т ^ й 
РО +еР... сыт) Усе г-хах==0, (В) 
г=0 0 
где указатель { принимает только целые значения 0,1, 2,..., и. До сих пор мно- 


гочлен }(х) оставался произвольным; теперь мы покажем, что при соответствую- 
щем выборе многочлена {(х) соотношение (В) невозможно. 
Возьмем 


Г -= 


о хр-1(х — ПР (х—2Р..ь (х— ТУР, 

рЫ— и! 

где р есть простое число, большее 2; многочлен / (х), очевидно, (тр + р— 1)-й 
степени, и все коэфициенты высших производных от этого многочлена, начиная 
с р-й производпой, будут целыми числами, кратными р, так как произведение 
всяких р последовательных целых чисел делится на р!. Кроме того, }(х) вместе 
со своими р-— 1 первыми производными обращается в нуль при х-==1,2,..., т; 
отсюда следует, что РЁ (1), Е (2),..., Е(т) будут целыми числаки, делящимися 
на р. Остается вычислить Ё (0): 


Е (0) = +... + 12-9 (0) + Л 0) ++ 0..4 


Но } (0) =1 (0)-=... =ДР-® (0) -=0, и, на основании предыдущих соображе- 
ний, (2) (0), /Ф-+0 (0),..., будуг целыми числами, кратными р. Чтобы получить 
/Ф- 9 (0), достаточно умножить на (р — 1)! коэфициент прн 2-1 в }(х). Это дает 
2 (1.2...т)ур. Таким образом сумма 


со (0) НаР(П-... + емЕ (т) 
равна целому числу, делящемуся на р, сложенному с количеством 
‘а (1.2... т)?. 


Если мы возьмем для р простое число, большее т и 2%, то это последнее коли- 


чество не может делиться на р, и первая часть суммы (17) будет целым числом, 
отличным от нуля. 


* Это доказательство было предложено Давидом Гильбертом (Рама НШЪеи), 
голожившим в основу своего вывода ‘метод Эрмита. 
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Мы покажем теперь, что, взяв для р достаточно большое простое число, 


можно сделать сумму т 


У. сел е-х ах 
1=0 0 


‘меньшею всякого данного количества. При изменении х от 0 до { каждый мно- 
житель в многочлене }(х) будет меньше т; следовательно, 


1 
‚ 0) Зи" 
1 В | 
1 . : 
[ие е-х ах |< ем тенор! | е-хах < ви ттртр-., 
Поэтому ; 

иен о 

: 


где М есть верхний предел суммы |6 | Но | +... +|ст|. При неограничен- 
ном возрастании р функция $ (р) стремится к нулю как общий член сходяще- 
гося ряда, в котором отношение любого члена к предыдущему стремится к нулю. 
Таким образом можно найти настолько большое простое число р, что равен- 
ство (В) будет невозможно; это доказывает теорему Эрмита. 

° 86. Полиномы Лежандра. Найдем многочлен и-й степени Р„ (х) под усло- 
вием, чтобы интеграл ь 


\ ОР, ах, 


где @ — многочлен степени ниже л-й, был равен нулю’ при любом виде много- 
члена ©. Мы можем рассматривать Р„ как п-ю производную от некоторого мно. 
гочлена Ю степени 21; этот многочлен А не вполне определяется этим условием, 
так как, не измеияя его и-й производной, мы можем прибавить к нему произ- 
вольный многочлен (п— Г)-й степени. Поэтому мы всегда можем положить 
тю 

Р,= Чхт › й Притом выбрать многочлен А под тем условием, чтобы он вместе 
со своими п — 1 первыми производными обращался в нуль при х==а. Формула 
интегрирования по частям дает: 


хп гдт-1 хп”! Чх-1 Ла 


ь. 
| п п- п п- : 
(оке (0% Ко ‚ати (22) 


Но, по предположению, 


К (а) =0, Ю'(а)=0,..., Ва-1 (ау==0, 
и, чтобы предыдущий интеграл был равен нулю, необходимо еще условие: 
[9 (6) &"-9 (5) — 96) и 9 -... = 0-9 =0: 


_ Так как многочлен (п— 1)-й степени О — произвольный, то количества @ (5), 
©’ (8),..., 91-9 (8) также произвольны, и поэтому должно быть: 


№ (5) —=0, Ю'(Б)-=0,/..., Ю-8(5) =0.7 
_ Отсюда видно, что мнсгочлен АР (х) может ‘отличаться от произведения 
{х — в)" (х — В)только постоянным множителем, ‘и искомый многочлен Р„ будет 
иметь вид: | 


Ч” я п(х— я 
Р,= Ст [(*— а)" (х— в)”. (23) 
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Если пределы ан в будут равны —Ти -- 1, 10 многочлены Р„ называются 
полиномами Лежандра. Выбирая постояпное С согласно с Лежандром, мы по- 
ложим: 

1 [1% 


— . 2 — 
Х„— 2.4.6...2п ах (#— 1. (2) 
Если, кроме того, примем Х,==1, то получим; 
— 3— 
Х==1, Я =, же, же... 


Х„ есль многочлен п-й степени, в ‘котором все показатели при х будут одина- 
ковой четностн с показателем п. Из формулы Лейбница для п-й производной от 
произведения двух множителей непосредственно следует, что 


Хи (В=Ь Х,(-О=(- 1). (25) 


Если +(х) есть какой-нибудь многочлен степени ниже 7-й, то на основания 
доказанного выше обще о свойства полиномов Лежандра имеем: 


Чи 
ео (26) 
—1 
в частности, если ми Я — два неравных целых числа, то всегда 
+1 
\ ХиХ,ах=0. (27) 
—1 


При помощи последней формулы можно очень просто найти рекургентное 
соотиошение, связывающее три последовательных многочлена Х,„. Прежде всего 
заметим, что всякий многочлен л-й степенн может быть представлен через Ху, 
Хь..., Хр в виде линейной функции с постоянными коэфициентами. Следова- 
тельно, мы можем положить: 


хАи= Спа + СХ + СХ и-1 + С3Х„-8+..., 


где Сь Сь С»... — постоянные коэфициеиты. Чтобы определить, например, Сз, 
умножим обе части этого равенства на Х„_. и проинтегрируем между прэделами 
— Ти + 1; при этом на основании формул (25) и (27) останется только 


+1 
С; \ Хт- а ах == 0, 
1 


и следовательн”, С; =0. Таким же образом мы докажем, что С. =0, С; =0,... 
Коэфициент С! также равен нулю, так как произведение хХ»„ не содержит члена 
с хп. Наконец, для определения Су и Со приравняем сначала коэфицленты при 
хт-1, а потом приравняем обе части равенства при х—=1. Таким образом мы по- 
лучим рекуррентное соотношение: 


(ОХ: — "Ш хХ, 1,0; (28) 


это соотношение позволяет очень просто находить последовательно многочлены Х’„” 
Соотношение (28} показывает, что ряд полиномов 


Хь Хь Хь ..., Хи (29) 


обладает свойствами ряда Штурма: при непрерывном изменении х от —1 до 
-- | число перемен, представляемых этим рядом, может изменяться только при 
переходе х через один из корней уравнения Х„==0. Но формулы (25) показы- 
вают, что руд (29) представляет п перемен при х—= —1 и не представляет ни 
однэй перемены при х-= -+- 1. Следовательно, Уравнение Х„==0 имеет п дейст- 
вительных корней, заключающихся между —1и -|- |; это предложение можнь 
также очень легко вывести из теоремы Ролля, 
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1У. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПОНЯТИЯ ОБ ИНТЕГРАЛЕ. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ 
ИНТЕГРАЛЫ. 


Мы еще расширим понятие определенного интеграла. До сих пор 
мы всегда предполагали, что функция ограничена, и что промежуток 
интегрирования ограничен. В некоторых случаях можно освободиться 
от этих ограничений. 

87, Один из пределов обращается в бесконечность. Пусть будет }(х) 
функция от х, ограниченная и интегрируемая во всяком интервале 
(а, [, где а— постоянное число, / — любое число, большее а. Инте- 

1 


грал (жа, где [> а, имеет конечное значение, как бы { ни было 


а 
велико; если при неограниченном возрастании [ этот интеграл стре- 
|) 


мнтся к пределу, то этот предел изображается через \/(х) ах. 
а 
Если начальная функция от Х/(х) известна, то легко узнать, имеет 
ли данный интеграл предел. Так, 
1 


ах 
= Агс Г; 
0 


. п 
при неограниченном возрастании / правая часть имеет предел 5’ и мы 


можем написать: 
+ © 


ах п 
Еж 2“ 
б 


Точно так же, предполагая а положительным и в—1 отличным от 


нуля, имеем: 
1 
ках в [1 1 \. 
хо НА ет |› 


4 


если В больше единицы, то при неограниченном возрастании 1 правая 
часть стремится к пределу, и мы можем написать: 


+ © 
вах В 
хе (и Пат ° 


а 


Напротив, если д меньше единицы, то интеграл неограниченно возра- 
стает вместе с /. То же самое будет и в том случае, если в=1, так 
как интеграл выражается посредством логарифма. 

В общем случае задача заключается в том, чтобы узнать, стремится 
ли функция р 
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к пределу, когда {/ неограниченно возрастает. На оснований результата, 
полученного выше (5 9), для того чтобы Е(1) имела предел, необхо- 
димо и достаточно, чтобы разность 


Е(9)— (р) =\Л(х)ах 


НИ 


стремилась к нулю, когда оба числа р и 4 неограниченно возрастают, 
и притом независимо одно от другого. 

Число а не входит в это условие, что и понятно, так как за ниж- 
ний предел интеграла можно взять любое число, большее а. В спра- 
ведливости этого условия нетрудно убедиться на только что рассмотрен- 
ном примере, где }(х) = Ах-*. 

Если 4 больше, чем р, то 


и следовательно, интеграл 


в 


1х) ах имеет предел, если интеграл 


= 


ч/(х)|4х его имеет, но обратное заключение уже не будет спра- 


8—5 


ведливо. 

Нетрудно заметить аналогию предшествующего правила с общим 
правилом, относящимся к сходимости рядов (5 5). Как и это послед- 
нее, его вообще трудно применить, если функция /(х) произвольна. 
Мы переходим теперь к расёмотрению некоторых частных случаев, ко- 
торые часто встречаются, и в которых мы можем установить, стремится 
ли интеграл к пределу или нет. 

Предположим, что функция Х(х) имеет вид х`“Ф(х) где ф(х) — 
функция, которая остается ограниченной, когда х неограниченно воз- 
растает. На основании первой теоремы о среднем значении, мы имеем 


равенство: 
4 


4 + 
\*-*Ф() Чх— в) ххх, (30) 
р р 


где и—_ число, заключенное между верхней границей М и нижней гра- 
ницей т функции ф(х) для всех значений х, превосходящих постоян- 
ное число 4, меньшее чисел р и 4. 
Эта формула позволяет сделать определенное заключение в следую- 
щих двух случаях: 
1 
1) Если число а больше единицы, то интеграл \ 1 (х) ах имзет пре- 


а 
дел, так как множитель в остается конечным, в то время как фак- 


4 . 
тор \х-<ах стремится к нулю, когда ри 4 неограниченно возрастают. 
2 ; 
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2) Если число а не превосходит единицы, и если М и т имеют 
один и тот же знак, то интеграл не имеет предела. 

В самом деле, абсолютная величина м, заключенного между двумя 
числами одинакового знака М и т, необходимо остается больше наи- 


а 
меньшего из двух чисел || и | М|. Что касается множителя \ х-“ 4х, 
то он неограниченно возрастает вместе с р, если положить, напри- 
мер, а==р?. 

Представляется сомнительным случай, при &@=1, когда числа М 
и ш имеют разные знаки, так как второй множитель произведения (30) 
не стремится к нулю, а относительно первого множителя м мы не мо- 
жем высказать никакого утверждения. 


1 
соз ах 
Например, интеграл имеет предел, так как произведение 


1х2 
о 
х?}(х) по абсолютной величине всегда меньше единицы. Но мы из. 
1 


зшх 
предшествующего ничего не можем заключить об нвтеграле | 8 ах; 
х 


0 
в самом деле, мы имеем в этом случае а=1, М=1, т=— 1. 

Предыдущее правило достаточно во всех тех случаях, когда можно 
найти такое положительное число в, чтобы произведение л!Х(х) при 
бесконечном х стремилось к пределу, отличному от нуля. Интеграл 
имеет предел, если [в больше единицы, и не имеет предела, если п 
меньше или равно единице. 

Например, для того чтобы при неограниченном возрастании верх- 
него предела интеграл от рациональной дроби имел предел, необхо- 
димо и достаточно, чтобы степень знаменателя была больше степени. 
числителя, по крайней мере, на две единицы. Положим: 


гле Ри О — многочлены р-Й и г-Йй степени; при бесконечном х про- 


; 
2 Р . 
изведение х Р(х) имеет предел, отличный от нуля. Чтобы интеграл 
г 
имел предел, иеобходимо и достаточно, чтобы Р55 — 1. 


88. Применение второй теоремы © среднем. Предшествующее рас- 
суждение можно обобщить. Если функция Х(х)} имеет вид: / (х) =4(х)% (х), 
где функция Ф(х) положительна, а функция ф(х) остается ограничен- 
ной при неограниченном возрастании х, то первая теорема о сред- 
нем дает 


4 р 
\Хоахж=и\ фах, 
р р 
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тде и— число, остающееся ограниченным, когда ри 4 неограниченно 
1 
возрастают. Если интеграл т: х) 4х имеет предел, т. е. если 


а 


Ф(х) ах 


-`—° 


стремится к нулю, то стремится к нулю и | (х } ах, а следовательно, 


=. ——® 


1 
интеграл \7( х)@х также имеет предел. 


Вторая формула среднего значения также приводит к новому доста- 
точному условию сходимости. 

Если функция /(х) имеет вид $ (9) (х), где $ (х) — убывающая по- 
ложительная функция, то мы имеем (5 74): 


4 ё 
ео ах) ах (ра) (31) 
р 4 


отсюда мы непосредственно выводим следующее предложение: 
1 
Интеграл \з (х)Ф (х) 4х, где 4 (х) есть убывающая положительная 


а 
функция, которая стремится к нулю при неограниченном возраста- 
нии х, имеет предел, если только абсолютная величина инте- 
4 


грала \ (х) 4х остается меньше некоторого постоянного числа, ка- 


р 
ковы бы ни были ри д. 
Простой пример мы получим, полагая $ (х} = шолх, так как абсо- 


лютная величина интеграла \ зтхах, самое большее, равиа 2. Легко 


<) 


р 
[ 


показать непосредственно, что нитеграл | ( ф (х) зтх @х, где $ (х) — убы- 


вающая положительная функция, которая стремится к нулю, когда х 
неограниченно возрастает, имеет предел, и что сходимость его анало- 
гична сходимости знакопеременного ряда. 

Допустим для опреде“енности, что а=0, причем произведение 
$Ф(х)зтх остается конечным при х==0. Кривая у==ф(х)$тох имеет 
вид синусоиды, которая пересекает ось Ох в точках х=Ат. Таким 
образом задача сводится к тому, чтобы исследовать знакоперемен- 


ный ряд 
а —а а - а... 1 (—1)”а,-+..., (32) 


где положено 
(И-П 


а,==| № (х) пох ах , 


хз 


$ 88 [У. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПОНЯТИЯ ОБ ИНТЕГРАЛЕ 193 


причем @&, представляет площадь, ограниченную кривою и отрезком 
оси Ос, заключенным между абсциссами ип и (п-- п. Полагая 
х=оу--пт, мы имеем также: 


и 


а, —=\ ф [у-|- пм) зтуду. 
о. 

Очевидно, что подинтегральная функция убывает с возрастанием пм, 
так как 9 (х) есть функция убывающая; следовательно, 4,1 < аи. С дру- 
гой стороны, а, меньше, чем пф (ит), и следовательно, стремится 
к нулю, когда и неограниченно возрастает. Следовательно, знакопере- 
менный ряд (32) сходится. Пусть { — число, заключенное между пп и 
(+1 п; мы имеем: 


, 
(о (х)зтхах=$, ва, (0=8< 1, 
5 


где 5,„-сумма первых и членов ряда (32). Когда { неограниченно воз- 
растает, то возрастает неограниченно и число п, а, стремится к нулю, 
и интеграл имеет пределом сумму $ ряда (32). Таким же образом по- 
казывают, что интегралы 


+ © оо 
\ зшт х? 4х, \ с03"х? 4х, 


Ра р 


0 


которые встречаются в теории дифракции, имеют конечное значение 
Кривая ут х*, например, имеет волнообразную форму синусоиды, 
но волны все более и более сжимаются, так как разность 


Ив Пт— Уилт 


двух последовательных корней уравнения у=зтлх?—0 стремится 
к нулю, когда и неограниченно возрастает. Можно, впрочем, привести 
эти интегралы к предшествующему виду, полагая х?==у. 

Примечание. По поводу этого последнего примера можно сделать инте- 
ресное замечание. Когда х неограниченно возрастает, зт х колеблется от —1 до 
—- 1; следовательно, интеграл может иметь предел, хотя бы подинтегральная функ- 
ция и не стремилась к нулю, другими словами, хотя бы кривая у=}(х) и не 
приближалась асимптотически к оси Ох. Вот еще пример, где это имеет место, 
и где функция } (х) сохраняет, сверх того, постоянный знак. Пусть 


х . 
1 = -- № пах, 


эта функция остается положительной, если х положительно, и не стремится 
к нулю, так как Х(Ёт) = Ап. Чтобы убедиться в том, что интеграл имеет предел, 
рассмотрим, как мы это делали выше, ряд 


та... На ..., 
(п-НПл 


тде 


хах 


1 -- м6 ах? 
Пг 


а, — 


194 1У. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ $ 88—89 


когда х изменяется от пк`до (п-1) т, хб остается больше, чем 766, и`мы имеем: 
(п+1)т 
а, < (п! 
пл 


Первообразная функция имеет вид: 


1 ИИ 
а. агс @ (ИТ лв д); 


при изменении х от пк до (п--Гт, х только однажды обращается в бесконеч- 


ах 
1 + 26т8 $112 х° 


ность, переходя от -|- в к — со; следовательно, интеграл равен ($ 76) о , 
и мы имеем: ИТ 955 
в пи 
а, < ( +9" < п! . 
и! — л6к8 п 


! 


Так как ряд Ха,„, таким образом, сходится, то нитеграл \ {(х) Ях имеет 


6 
предел. 


Впрочем, почти очевидно, что если /(х) имеет предел, отличный от нуля, 
при безграничном возрастании х, то интеграл не может иметь предела. В самом 


> 


деле, мы имеем \ / (х) ах=в (1—2); если Х(х) имеет предел #0, то р имеет 


© 


тот же предел и и произведение 1 (4 —р) не может стремиться к нулю. . 
82. Подинтегральная фуннция обращается в бесконечность. Рассмо- 

трим сначала следующий частный случай: функция / (х) непрерывна при всех 
значениях, заключающихся между а и ф, а также и при х-, но она 
обращается в бесконечность при х ==а. Для определенности предполо- 
жим а< 6. Как бы ни было мало в, интеграл от функции /(х), взятый 
между пределами а -|-е (=> 0) и Б, всегда имеет конечное значение. Если 
при приближении = к нулю этот интеграл стремится к пределу, то 
принято изображать этот предел, как это и естественно, через 

5 

(+) ал. 

а 

Если для /(х) известна какая-нибудь начальная функция Р(х), то 
В 
\уоах = Ев) — Р(а- =), 
а-|-в 
и достаточно исследовать, стремится ли Р(а--=) к какому-нибудь пре- 
делу при приближении е к нулю. Например, мы имеем: 
ь 
Мах М 1 1 й 
(фа 1 [6-ва- 23]. в" 
а | 


Если и>1, то при приближении к нулю член —„—; Ннеограни- 


1 
ченно возрастает; напротив, при и<_1, можно написать: ев 
2» 


; 
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и мы видим, что этот член стремится к нулю вместе с в. Следовательно, 
в последнем случае определенный интеграл стремится к пределу: 


ь 
^ М4х _ М( ай 
(х— а ЩИ 


Если и—1, 


и правая часть возрастает неограниченно при приближении = к нулю. 
Таким образом, чтобы предыдущий определенный интеграл имел предел, 
необходимо и достаточно, чтобы в было меньше единицы. 

Кривая, представляемая уравнением 


М 


(ка? 


имеет при положительном м асимптотою прямую х-=а. Тем не менее, 
если и<\1, то площадь, заключающаяся между осью х, неподвижною 
ординатою х==, кривою и ее асимптотою, имеет конечное значение. 
В общем случае вопрос сводится к тому, чтобы узнать, стремится ли 

функция от 6, 

6 

Е(е) = \ 7%) ах, 
а-Е 


к пределу, когда = стремится к нулю по положительным значениям. 
„Для этого необходимо и достаточно ($ 9), чтобы разность 
а-- = 
(®) — Р (=) = \ (9 4х 
ат е 
стремилась к нулю, ^огда оба положительных числа Е и Е стре- 
мятся к нулю независимо одно от другого. 
Отсюда мы выводим те же следствия, что и в $ 87; мы их укажем 
Ее } 
— а)" 
положительный показатель, а Ф(х) — функция, тора вблизи точки а 
заключена между двумя постоянными числами М и т, то мы имеем: 


в общих чертах. Если функция /(х) имеет вид Х(х) = тде а— 


а а =" 
в |“ ах 
4х = —__ 
|7 Хх ‚\ (х— а)" ° 
а-|-в а НЕ , 


где и заключено между М и т. Тогда 

1) если а меньше единицы, интеграл имеет предел; 

2) если а—1, и оба числа М и т имеют один и тот же знак, 
то интеграл не имеет предела. 
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Представляется неопределениым случай при а=1, когда М и т 
имеют разные знаки. 


Всякий раз, как существует такое число а, что произведение 
(х — а)" }(х) имеет предел К, отличный от нуля, когда х стремится ка, 
для существования предела интеграла необходимо и достаточно, 
чтобы а было меньше единицы. 

Р 
ПримеЕры. Пусть будет 9 = 0 рациональная функция; если @ есть 


т-кратный корень знаменателя, то произвеление (х — а\т }(х) стремится при 
х—а к пределу, отличному от нуля. Так как т не менее единицы, то мы видим, 
ь 


что при приближении к нулю интеграл (лед @х неограниченно возрастает. 
а 

Р (*) 

ие’ 


где Ри Ю—лва многочлена, и мноточлен А (х) не имеет кратных корней. Если а 
1 


С другой стороны, положим: 


1) = 


есть корень многочлена А (х). то произведение (х— а)?/(х) имеет предел при 
х = а; следовательно, интеграл также имеет предел. Так, например, интеграл 


| Ув 


— 1-е 
к 
имеет при  =0 предел --. 


1 а 
Рассмотрим еще интеграл шхах Произведение х? ш х имеет пределом 


нуль; следовательно, начиная с " достаточно малого значеиия переменного Хх, мы 
1 


имеем п х< Мх *,где М — произвольно выбранное положительное число. Сле- 
довательно, данный интеграл имеет предел. 


Все, что здесь было сказано относительно нижнего предела а, мо- 
жет быть без изменення отнесено и к верхнему пределу 2. Если У (х) 
при х==6 обращается в бесконечность, то мы определим интеграл 

Ь— 


м х)4х как предел интеграла ло: ах при ='=—0. Если У(х) обра- 


щается в бесконечность при обоих пределах а, 2, 
р 


инт ради 4х как предел интеграла [769 Ях, когда ви &’неза- 
а а’ 


то мы определим 


висимо одно от другого стремятся к нулю. Пусть будет 6 какое-нибуль 


число, содержащееся между а и 6; мы можем написать: 
—' р—=' 


РИ 1(х) ах [о ах, 
а-е а-|е с 


и каждый из интегралов, стоящих в правой части, должен иметь пре- 
дел. Наконец, если /(х} обращается в бесконечность при значении с, 
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5 
заключающемся между а и 6, то мы определим интеграл | 74%) 4х как 


а 
се [1 


сумму пределов интегралов | 1(х)ах и \ 1(х) ах; таким же образом мы 
с у 


а 
поступим, если /(х) имеет между а и 8 несколько точек прерывности. 


Должно заметить, что основная формула (6) 5 76, выведенная в предполо- 
жении, что между а и 6 функция Ё(х) непрерывна, остается верною и в том 
случае, когда }(х) между этими пределами обращается в бесконечность, если 
только начальная функция Р\х) остается при этом непрерыввою. 

Предположим, например, что функция }(х) обращается в бесконечность при 
значении с, заключающемся между а н 2. Тогда 


ь е—5 Ь 
(уд ах | 69 ах + Нм \ 79 ах. 
р. "=, 0 е+е 


Если начальная функция от }(х) есть Р (х), то мы можем представить последнее 
равеиство в виде: 


ле ах = Вт (р 9) — Ра) + Р(® — те) 


Так как мы предположили, что функция Р(х) непрерывна при х=с, то 
Е(е +) и Р(с—=') будут иметь один и тот же предел, и следовательно, 


ь 
\ 769 ах=Е(5)—Е (а). 


Например, 


Если межлу аи В начальиая функция Р(х) сама сбращается в бесконечность, 
то формула (6) более не применима, так как в предыдущем нет указаний на то, 
какой смысл может иметь в этом случае интеграл. 

Рассматривая эти обобщенные интегралы как пределы обыкновеиных интегра- 
лов, мы можем точно так же распространить на них формулы замены перемевного 
и интегрирования по частям. 

90. Функция Г (а). Определенный иитеграл 

05 
Г(ад = | ха-че-жах (33) 
б 
имеет определенное зиачение, если а положительно. 
В самом деле, рассмотрим два интеграла 
1 | 
\ ха-—4е-хах, \ ха-1е-х ах, 
"в 1 
где =г— очень малое положительное число, а /— очень большое положительное 


число. Второй интеграл всегда имеет предел, так как при достаточио больших 
значениях х мы имеем: ех > ха+1, откуда 
1 


а-4е-* - 
ха—4е <: 
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Что касается первого интеграла, то при приближении х к нулю произведение 
х1-@а}(х) имеет пределом единицу. Чтобы интеграл имел Предел, необходимо 
й достаточно, чтобы, | — а было меньше единицы, т. е чтобы а было положи- 
тельно. Предположим, что условие выполнено; сумма обоих пределов есть функ- 
ция Г(а), называемая также эйлеровым интегралом второго рода. Эта функ- 
ция обращается в бесконечность, если а стремится к нулю; она имеет положи- 
тельное значение при всяком положительном значении 4 и бесконечно возрастает 
вместе с а. Она имеет минимум при х —=1,4616321..., и ее соответствующее 
значение будет 0,8556032 ... 


Проинтегрируем по частям формулу (33}, предполагая а_>1, рассматривая 
е—х4х как диференциал от — е-х; получим: 


Г (а) = — а-е-я] + 991 (а — 1} \ ха-%-х ах, 
, у 


Но на пределах -- со и 0 произведение 1ха-1е-х равно нулю, так как а > 1; 
поэтому 


Г (а) = (а—1) Г(а— 1). {34) 


Применяя эту формулу несколько раз, мы можем привести вычисление функ- 
ции Г(а) к случаю, когда аргумеит 4 заключается между О и (1. Если а есть це- 
лое число, то из формулы (34) легко’ вывести значение Г (а). Мы имеем: 


+05 
Ри ея [2-х] +59 = 1; 
6 
полагая затем в формуле (26) посл `довательно а == 2,3,..., п,...., получим: Р 
| Г(2)—=Г(1=1, Г(3)=2Г 0) =1-2, 
и вообще при п целом положительном, 
Г (п) =1-2.3... (и— И =(т 1 (35) 


91. Криволинейные интегралы. Пусть будет АВ непрерывная дуга 
плоской кривой, и Р(х, у) — функция переменных х, у, непрерывная 
вдоль АВ (здесь х, у обозначают координаты точки дуги АВ относи- 
тельно двух осей, лежащих в ее плоскости). Разобьем дугу АВ иа части 
точками деления т., т.,...,т,,... с координатами (У (хо, №2), ..., 
(х„У),... и на каждой из дуг 7т,_1 1, возьмем, кроме того, по про- 
извольной точке м, с координатами (&,, т/\. Рассмотрим сумму: 


Р (вт) (х — а) + Р(5., 12) (х, —х)- .... | 
... РС, 1) (\— 1)... › (36) 


распространенную на все частичные промежутки. Если число точек де- 
ления неограниченно возрастает так, что каждая из разностей ^^ 1 
стремится к нулю, то предыдущая сумма стремится к некоторому пре- 
делу, который называется криволинейным интегралом от Р(х, у), рас- 
пространенным на дугу АВ; этот интеграл изображается символом 


р 
\ Р(х, у) ах. 
, АВ 
Чтобы доказать существование этого предела, предположим сначала, 
что любая прямая, параллельная Оу, может встретить дугу АВ не 60- 
лее чем в одной точке. Пусть будут а и 6 абсциссы точек А и В, 
и у =ф(х) — уравнение кривой АВ; $(х) есть непрерывная функция 
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от х в промежутке (а, 6). Если в Р(х, у) мы заменим у через ф (х), 
то полученный результат также будет непрерывною функциею’ Ф (х) —= 
— Р[х, $ (х)], и мы будем иметь: 


Р (+ 1) =РЁ&, + (&)] =Ф (&). 
Таким образом предыдущая сумма может быть представлена в виде: 


Ф (&,) (<, — а) + ФХ (5,) (х,—х) +... ФЕ) (хх -...; 


следовательно, она имеет пределом обыкновенный определенный ин- 
теграл 


Ь 
\Фодах= Р[х, о (хЛах; 


И 


таким образом 


Р (х, у) ах =\Р[х, 9 (х)] ах. 


= —* 


; 


Если прямые, параллельные Оу, могут встречать дугу АВ более 
чем в одной точке, то мы разделим эту дугу на несколько таких частей, 
из которых каждая может пересе- 
каться с прямою, параллельною Оу, 
только в одной точке. Пусть, иа- 
пример, дана дуга кривой АЗОВ 
(черт. 13); пусть будут С и О точки, 
иля которых абсцисса имеет наи- 
большее или наименьшее значение. 
Каждая из дуг АС, СО, ОВ удовле- 
творяет предыдущему условию, и мы 
можем написать: 


(Р(х, у) ах = (Р(х, ах 


АСОВ АС 
+ Р(х, У) 4х -- | Р х, у} ах. Черт. 13, 
ср 


При этом должно заметить, что при вычислении трех интегралов в пра- 
вй части нужно будет в Р(х, у) заменить у тремя различными функ- 


циями от переменного х. Криволинейные интегралы \О(х, у)Яу опре- 
АВ 

деляются таким же образом. Заметим также, что дуга АВ может со- 
стоять из частей совершенно различных кривых, например из прямых, 
дуг круга и пр. 

Из предыдущего видно, что криволинейные интегралы непосред- 
ственно приводятся К обыкновенным определенным интегралам, но вве- 
дение их оправдывается их полезностью. 


200 | ГЛАВА 1\. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ $ 91—92 


В приложениях весьма часто случается, что координаты точки дуги АВ 
выражаются в функции переменного параметра 


х=$(0, У==$(0, 


причем $ (1), Ф (Ё) вместе со своими производными $’ (1), Ф' (1) суть не- 
прерывные функции от #. Мы будем предполагать, что при изменении # 
от а до В точка (х, у), описывая дугу АВ, перемещается все время 
в одном и том же направлении. Разобьем промежуток (а, В} на более 
мелкие промежутки; пусть будут Ё_:, Ё два последовательных значе- 
ния #, которым соответствуют на дуге АВ две точки т,_1, И с коор- 
динатами (1, У, 1}, (Хр У). Мы имеем: 


—х,_1= у' (9,) (и— 1), 


причем 6, заключается" между &_ и {,. Этому значению @, соответствует 
на дуге т,_|, т, некоторая точка (&,, 1;). Таким образом мы имеем: 


РЕ, 11) (и —ф хр) =3УР [$ (6, $ 0] 9' 9) &—& 1), 


или, переходя к пределу: 


АВ |“ 
Таким же образом мы получим аналогичную формулу для \ 945 и, 


складывая обе формулы, найдем: 
`В 

Рах-- О4у= \[29'(0-- 9 (014. «(87) 

АВ “ 
Это — формула замены переменного в криволинейном интеграле. По- 
нятно, что если дуга АВ состоит из частей различных кривых, то 
функции ф (1) и ф(2) не будут вдоль АВ всюду выражаться одинаковым 
образом, и мы должны будем прилагать формулу (37) отдельно к каж- 
дой из частей дуги АВ. 

92. Прнложение к площади замкнутой кривой. Чтобы на примере 
показать пользу криволинейных интегралов для получения более общих 
высказываний, возвратимся к формуле, дающей площадь области, огра- 
ниченной на черт. 10 ($ 78) замкнутою кривою Ат, Вт, А'А. Два ин- 


ь ь 

‘теграла ($, (х) ах и (Ф, (х) 4х равны соответственно криволинейным 
. к 
а а 


нитегралам | Ух и | ух; с другой стороны, интеграл \ ‘уах равен ну- 
АВ Ат.В АА! 

лю, и при изменении направления обхода знак интеграла меняется на 

обратный. 

Если мы условимся считать, что контур С описывается в прямом 
направлении, когда наблюдатель, находящийся на плоскости контура 
и обходящий этот контур С, имеет ограниченную контуром площадь 
по левую сторону (причем оси имеют обычное расположение, как на 
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черт. 10)*, то мы можем выразить полученный результат следующим. 
образом: площадь ®, ограниченная замкнутым контуром С, равна: 


—=— (зах, (38) 


причем криволинейный интеграл взят вдоль контура С в прямом на- 
правлении. Так как последний интеграл не меняется от перемещения 
начала координат, то эта формула остается верною при всяком поло- 
жении контура С относительно осей координат. р 
Рассмотрим теперь контур С произвольной 
формы. Мы предположим, что проведя ряд пря- 
мых, соединяющих две точки контура С, можно 
получить такие частные контуры, что прямые, 
параллельные Оу, будут пересекать каждый из 
них только в двух точках. Такова область, огра- 
ниченная контуром С на черт. 14; при помощи % 
поперечных прямых ее можно разбить на три 
части, ограниченные контурами атфа, абпасда, 
с4рс. К каждой из них можно приложить преды- т 
дущую формулу; если мы сложим получающиеся Черт. 14. 
результаты, то криволинейные интегралы, взя- 
тые дважды по вспомогательным прямым 26 и с@, уничтожатся, и мы 
найдем, что и в этом случае площадь, ограниченная контуром С, равна 


криволиненому интегралу — (уау, взятому вдоль С в прямом на- 


правлении. 
Таким же образом мы докажем, что площадь ® равна: 


9— | ха, (39} 

с 

и, соединяя обе формулы, получим: 
от 4—4 (40} 

с 


причем интегралы берутся всегда в прямом направлении. 
Например, площадь эллипса, представтяемого уравнениями 


х—ас0$, у=ЬЗтЬ 
имеет выражение: 
2 


= |2 (с052Ё-- 12 #) 4Ё = паб. 
6 
* Вообще, каково бы ни было расположение осей координат Ох, Оу, гово- 
рят, что контур С описан в прямом направлении, если поворот на угол 5 ‚ при- 


водящий в совпадение положительное направление касательной с направлением 
внутренней нормали к ковтуру С, совершается в ту же сторону, что поворот 


к 
на 5, приводящий Ох в совпадение с Оу, 
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П.римечание. Всякий криволинейный интеграл \ Рах+ Оу, взятый вдоль 


. 
замкиутого контура С в положительном направлении, можно написать в несколько 
иной форме, если воспользоваться дугой контура. Пусть а, В суть углы п ‘ложитель- 
ного направления касательной с осями Ох и Оу (измеряемые от 0 до м), а'и '-- 
углы, составляемые направлением внутренней нормали с Ох и Оу. Предполо- 
жим, что через точку М контура С проведены две полупрямые Мл’, Му’, соот- 
вотственно параллельные Ох и Оу; поворот, приводящий Мл’ к положительному 
направлению касательной, заставит Му’ совпасть с внутренней нормалью; мы 
`имеем, слеловательно, В" ==, с0$ В" = соза. Условие перпендикулярности, 


с0$ а соз а’ -- с0$ 8 с0$ В’ =0, 


дает далее: 
с0$8 = — с0$а', 
хи следовательно, 


4х == с05а 45 = с05 45, Чу—со$ В 45 == — с05 а’ 45. 


Криволинейный интеграл \ Рах- Оду примет, следовательно, такой вид; 
с 
\ (Р соз В” — О соза') 45, 
*/ 
| 


тде элемент {5 существенно положителен. Если контур С имеет угловые точки, 
-то мы разобьем его на несколько дуг таким образом, чтобы на каждой из них а', 
и -В’ были иепрерывными функциями 5, и сложим интегралы, распространенные 
‚на каждую из этих дуг. 

Например, плошадь области Г) представляется любым из двух инте! ралов: 


— ( хс0за'45, — \ ус0з 4$, 
“у 
С с 


'и этот результат не зависит от расположения осей. 


2 


ставляет интеграл ( ху — у4х, взятый’ вдоль кривой произвольной формы, 


1 
93. Значение интеграла $ [ хау-— 4х Естественно спросить, что пред- 


замкнутой или незамкнутой. 

Рассмотрим, например, две замкнутые кривые ОЛОВО, АрВуСгАзВЕСнА, име- 
„ющие соответственно олну и три двойных точки. Ясно, что каждую из этих кри- 
вых Мы можем заменить соединением 
Г: двух замкнутых кривых без двойных 

и, точек. Так, замкнутый контур ОДОВО 

и равносилен последовательности двух 

контуров ОДО, ОВО. Интеграл, взятый 

$ вдоль целого контура, равен площали 

.8) петли ОАО без площади петли ОВО. 

Точно так же второ! контур можно 

заменить двумя замкнутыми кривыми 

АрВаЧС!А и А5ВЕЮиА Следовательно, 

интеграл равен сумме площадей пе- 

Черт. 15. тель АрВ5А, ВЕСаВ, АгСиА, сложен- 

ной с удвоенною площадью петли 

АзВаСиА. Это рассуждение имеет вполне общий характер. Замкнутый контур 

< любым числом двойных точек определяет некоторое число частных площадей 

91, 9,..., бр, вполне, им ограниченных. Интеграл, взятый вдоль всего контура, 
равзн сумме вида: 


пи + то --.. + Тр, 
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где т, т»,..., т, — целые числа, положительные ии отрицательные, опреде- 
ляемые по следующему правилу. Пусть даны 0ве смежные площади в, 9’, 

разделенные дугою аё контура С. Вообразим наблю зателя, находя цегося’ на 
плогкости и описывающего контур в направлении, указанном стрелками; 
коэффициент площади, лежащей налево от наблодателя, на единицу больше 
коэфициента площади, лежащей направо. Неограниченной площади, лежащей 
вне контура, приписываюг коэфициент нуль и затем находят последовательно все 
осгальные коэфициенты. 

Если данная кривая АВ — незамкнутая, то мы позобразуем ее в заикнутую 

«ривую, создиняя с началом концы А и В, и затем применим к этому контуру 
предыдущее правило, так как интеграл \ хау — уах, взятый -вдоль лучей ОА 


и ОВ, очевидно, равен нулю. 


У. ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНГЕГРИРОВ \Н 1Е ПОД ЗН \КО М "ИНТЕГРАЛА . 


94. Диференцирование под знаком интеграла. Весьма часто прихо- 
дится рассматривать определенные интегралы, в которых подинтеграль- 
ная функция зависит не только от переменного интеграции, но также 
от одного или нескольких других переменных, рассматриваемых как 
параметры. Пусть будет /(х, а) функция двух переменных хи а, не- 
прерывная при изменении х.от х, до Х и при изменении а между не- 
которыми пределами 4, а,. Предположим, что @ имеет некоторое опре- 
деленное значение, заключающееся между в и а,, и что пределы ху, Х 
не зависят от а; тогда определенный интеграл 


х 
Е (2) =\ /(х, а) ах 


* 


№ 


есть функция переменного а. Рассмотрим ‚ свойства этой функции. Мы 
имеем: 


[/(х, а Е а) — /(х, а] ах. (41) 


Так как функция /(‹, а) непрерывна, то можно взять Ал настольке 
малым, чтобы абсолютная величина разности, стоящей под знаком ин- 
теграла, была меньше заранее данного положительного числа =. По- 
этому приращение АР(2) будет по абсолютной величине меныше 
=|Х —ж|; отсюда следует, что функция Р(а) непрерывна. 

Если Г(х, а) имеет производную по переменному а, то 


51 (х, а -- Аа) —У(х, а) == Аа [11 (х, а) | Е], 
причем = стремится к нулю одновременно с 41. Поэтому, разделив обе 


части (41) на А1, мы можем написать: 


х Хх 


п | ладах + вах 


№ № 
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Обозначим через у верхний предел абсолютных величин &; тогда 
последний интеграл будет по абсолютной величине меньше п] Х — ж|, 
и, переходя к пределу, получим: 


Е | 1 (х, а) ах. (42) 


Чтобы это заключение было совершенно строго, необходимо Ах 
взять настолько малым, чтобы число в было менее любого заданиого 
‘числа 1 при всех значениях х, заключающихся между пределами ху 
и Х. Это, наверное, будет в том случае, если производная /" (х, а} 


сама непрерывна. В самом деле, формула конечных приращений дает: 


1 (х, а-- да) — Г (х, а} = да Г Кх, а - 64а), 0<%9< 1, 
и следовательно, 


= =} (х, а- 842) — Л (х, а). 


Если функция }’ непрерывна, то, каковы бы ни были х иа, разность в 
будет меньше 1, если только |Аа| будет меньше достаточно малого 
положительного числа Й (см. гл. 1, $ 12). 

Предположим теперь, что пределы Х и х, будут также зависеть от @. 
Обозначая через АХ и Аж, приращения, соответствующие прираще- 
нию да, мы будем иметь’ 


х 
(а -- да) — Р(а) = \ [1 (ха а) (х, а] 4х + 
Зах № + Ао 
-\ Их, а-- Ад) ах— \ 7х, а-|- Аа) ах. 
х № 


Прилагая к двум последним интегралам формулу среднего значения 
и разделив результат на Аа, получим: 
х 
(а + 4) — Е(а) _ (1 а-р 42) —(х, а) 
да, 4 


ах 


А 
-- ах + 8АХ, а-- Аа) — У (хо - "Аж, а - Аа). 


При приближении Аа к нулю первый интеграл имеет найжениый 
выше предел, и, переходя к пределу, получим: 


Хх 
, Хх 
я -| к дах ЧАИ, а) — (хо а). (43) 


Это — общая формула диференцирования под знаком интеграла. 


$ 94—95 \У. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПОД ЗНАКОМ ИНТЕГРАЛА 205 


Так как всякий криволинейный интеграл можно привести к сумме 
обыкновенных определенных интегралов, то формула диференцирования 
под знаком интеграла распространяется и на эти интегралы. Например, 


пусть будет: 
Е (а) = \ Р(х, у а ах-- О(х, у, а) ау 
АВ 
криволинейный интеграл, взятый вдоль дуги АВ, не зависящей от @; 
мы имеем: р , 
=! (а) = { Р:(х, у, а) ах-- 9, (х, у, а) ау, 
АВ 
причем при всяком & интеграл берется вдоль одной и той же кривой. 
Формулою (43) часто пользуются, чтобы получать значения некото- 


рых определенных интегралов, приводя их к другим более простым 
интегралам. Например, при а положительном мы имеем: 


х 
ах 1 
а. Ка ав. 
Прилагая (п— 1) а формулу (42), получим: 


х 


ии. ‚9х = ива -— ага =). 
0 


ео ат уе" бу 


95. Интегрирование под знаком интеграла. Пусть /(х, у) — функ- 
ция двух переменных х, у, непрерывная в области ПД, определяемой 


условиями ал р, с=у=ж 4, где а, 6, с, 4 постоянны. Смысл выра- 
жения 


р а 
\ аж \ 7 (х, у) а 


вполне ясен; если Х имеет определенное значение, заключенное между 
а 
а и 6, то интеграл \ 1(х, у) ау есть непрерывная функция от х, которую 
«7 
с 
мы затем интегрируем между пределами аи ЁБ. В этом выражении 
можно переменить порядок интеграции, не изменяя результата. 
Другими словами, мы имеем равенство: 


4 ь 
(ах ый х, у) ву == {4 \ 1х, у} ах, (44) 


которое представляет собою формулу интегрирования под знаком ` 
интеграла. 


Для доказательства оставим а, с, 4 ‘постоянными и заменим В пе- 
„ременным Ё, заключенным между а и 6; тогда равенство примет вид: 


*. 


с с 


а 2 
|4 Ил Чу — \ Чу (к, у) ах. (45) 
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Обе части этого равенства суть функции 2, которые обращаются 


в иуль при Ё = а; следовательно, достаточно будет убедиться в том, 
что их производные по # совпадают. Если мы положим 
а { 


ук у уж Е(х), (а, ух ФУ), 


<! 


=” 


то соотношение (45) напишется так: 


: а 
\ (дах Фуа, (45') 
а с 
и мы непосредственно убеждаемся в том, что производные обеих ча- 
а а 
: Ф Е 
стей по переменному Ё, 2 (1) " 5 ду, равны \ Л(&, у) ду. 
с с 


В прелшествующих доказательствах существенно предполагается, что функ- 
мии, стоящие под знаком интеграла, непрерывны, и что пределы интеграции ко- 
нечны. Если эти условия не выполнены, то выводы Мог›т быть совершеино 
иными, и применение обычных формул (43) и (44) может привести к иллюзор- 
ным или даже абсурдным результатам. 

Например, мы имеем: 


1 
° аах | х|1 
Е) = | эра- [акса[алса 1 ; 
0 


эта функция разрывна при а-=0, и мы имеем: 


к 


кинте =— 


здесь полинтегральная-функция разрывпа в точке х-= а — 0. Возьмем также интеграл 


+05 
ва | пах, 
0 
полагая вх =- у, получим: 
+00 (6) 
ах а ‚ 


причем перед вторым интегралом нужно взять тот же знак, который имеет в, 
так как пределы нового интеграла суть 0 и -|- ©, или 0 и — сю, смотря по тому 

положительно ли а или отрицательно. Выше мы видели ($ 88), что интеграл 
со 


( эту 
У 


ау есть положительное число М. Следовательно, рассматриваемый интеграл 


о 
равеи = М, в зависимости от знака а. Применяя к этому интегралу формулу (43), 
мы приходим к равенству: 

+0 


Е" (а) = \ созах 4х, 
0 
правая часть которого не имеет никакого смысла. 
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фу 
= са 
(44), беря пределы обеих интеграций равными } и 1; мы получаем, таким обра- 
зом, равенство: 


Рассмотрим еще функцию }{ (х, у) = и применим к ней формулу 


1 1 
С 2 — у Г № — у . 
ах | ея) ет яз = | “\ ету ых. (46). 
0 6 


Выполняя одну из интеграций в левой части, находим: 
1 


|етите= ну |= тез. 


т 
и левая часть равенства имеет значение <. Производя интегрирование в об-- 


т 
разном порядке, находим, что значение правой части есть — д. Абсурдность 


этого результата происходит оттого, что функция (>, у) разрывна в точке 
Х— у==0, принадлежащей границе области (см. $ 130). 

95. Равиомерно сходящиеся интегралы. Можно, однако, применять фор- 
мулы (43) и (44) в случаях, более общих, чем те, которые были рас- 
смотрены при доказательстве. Пусть }(х, а) — функция переменных 


х н а, непрерывная, когда х остается больше некоторого числа а, а а. 
1 


заключено между @0 и а. Если интеграл \ /(х, а} 4х стремится к пре- 


а 
делу при неограниченном возрастании /, каково бы ни было @, то этот. 
предел 
+05 
Е (а) = \ (х, а) ах (47). 


« 


а 


есть функция от а, которая не обязана быть непрерывной, как пока- 
зывает один из только что приведенных нами примеров. 

Мы будем говорить, что интеграл (47) сходится равномерно, если 
любому положительному числу Е можно поставить в соответствие такое. 
число 2, что 

+00 
\/(х, а) ах| < в (48). 


1 


если только />[, причем это число [Г —- одно и то же для всех зна- 
чений @ в интервале (ах, 01). В этом случае функция 
ап 
Ф, (а) = \У(х, а)ах, 


а 


где п есть целое положительное число, стремится равномерно к своему 
пределу К(&а), когда п неограниченно возрастает, и следовательно, РЁ (&} 
есть непрерывная функция от а. 
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Допустим теперь, что интеграл, полученный ‚по обычному правилу 
диференцирования под знаком интеграла, 


- ©°.. 


3/ 
Р, (а) -|\ ах, (49) 
а 
имеет смысл и сам сходится равномерно в интервале (а, а,). Функция 
а--п 
31 
ф | (а) = | за ах 


„стремится равномерно к своему пределу Л; (а); мы имеем: 
3 
Ф, (а) = [Ф 
„(ад =, [Ф, (1, 


9 
каково бы ни было п, если и непрерывна. Следовательно, К, (@) есть 


производная от Р(а) (5 29). 

Таким образом мы вправе применить к интегралу (47) обычную фор- 
мулу диференцирования под знаком интеграла, если только интеграл, 
полученный этим способом, сходится равномерно. 

Точно так же, если }(х, а} бесконечна при пределе х=а инте- 
грации, то мы будем говорить, что интеграл 


в 
Е(2) = (/(х, дах (<, (50) 


сходится равномерно, если любому положительному числу Е можно по- 
‚ставить в соответствие другое положительное число 1, не зависящее 
от @, такое, что ав 


\1(х, дах| < 


Сб 
а 


для всех положительных значений й, меньших 1. Мы можем, далее, 
применить к интегралу (50) обычную формулу диференцирования, если 
получаемый таким образом интеграл сходится равномерно; доказатель- 
ство аналогично предыдущему. 

Мы можем также распространить формулу интеграции под знаком 
интеграла на случай, когда один из пределов бесконечен. Пусть 
Ех, а) — функция двух переменных хи @, непрерывная при ха, 

+ ое 
а) =а=а,. Если интеграл \ /(х, а) 4х равномерно сходится в интер- 


а 
„.вале (а, а}, то мы имеем: 


— © я « 00 
\ах\(х, а) ча — \ аа {1(*, а) ах. (51) 


х . 


в % б а 
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Пусть /— какое угодно число, большее @; на основании общей 
формулы (44) имеем: 


1 В Е 1 


\ ах \ }(х, а) да = | аа АА (х, а) ах. (52) 


.. . р В 


а 75 9% в 


Когда [ неограниченно возрастает, правая часть этого равенства 
имеет пределом 


« то 


и, следовательно, по абсолютной величине меньше = | @, — | ‚ если только / 
превосходит некоторое Г. Следовательно, левая часть уравнения (52) 
также стремится к пределу, представляемому символом 

+00 ч 


* п 


\ ах\ Г(х, 2) ав. 


а 9 


Приравнивая оба эти предела, мы и получаем формулу (51). 


Примеры. 1. Рассмотрим интеграл 
оо 
ге) | ах ПХ | ‚ 
0 


где а2=0. Этот интеграл сходится равномерно, так как мы можем написать, на 
ссновапии второй теоремы о среднем: 


4 : 


зшх е-а! . 
| е-ях Ах == т | зах ах, 
х 


1 { 


где {< <(, и следовательно, мы имеем: 
оо 
шах 2 
е-ах ах -; 
| х < [’ 
р 


2 
если { больше, чем — › ТО левая часть этого неравенства будет меньше с, каково бы 


ни было «0. Следовательно, функция /Ё (а) непрерывна при а=0. 
Интеграл, получаемый посредством диференцирования, равномерно сходится 


для всех значений а, превосходящих какое-либо положительное число А. В самом 
деле, мы имеем: 


+0 . оо 


: | 1 
е-ях зшх ах |< ]е- х=--е79 
1 1 


210 ГЛАВА 1\У. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ $ 96 


1 
если взять / достаточно большим, чтобы Аей! было >> —, то абсолютная величина 
ё 


этого интеграла будет меньше & для всех значений о, превосходящих А. Мы 
имеем, следовательно: 
и, 


Е’ (3) = — | 7“ зшх ах; 
о 
неопределенный интеграл берется без затруднений, и мы находим: 


ах (с08 х - азшх) 
р а? 


4 —1 


№0 ГЕ 


Е’ (а) = |: 


отсюда 
Е (а) = С — с ва, 


постоянное С мы определим, замечая, что определениый итеграл Е (2) саре- 


и 
мится к нулю, когда а неограниченно возрастает; это’ условие”дает С--= 5. Итак, 
окоичательно имеем: 
оо 
этх 1 
[5 Ях = агс@ —. (53) 
х р 
0 


Эта формула имеет место лишь для положительных значений а, но, как было 
замечено, РЁ (2) есть непрерывная функция а, даже при а=0. Заставляя а стре- 
миться к нулю, мы получаем, следовательно, в пределе: 


оо 
эшШх к я 
итак 5 . (54) 
0 
2. Пусть 
(а) = ре , 
) Уз-х 


где функция }(х) пепрерывна, так же как Ё-(х) в нитервале (0, а), и а заключено 
в этом интервале. Обычная формула диференцирования приводит к иллюзорному 
результату, так как мы получаем разность двух бесконечностей. ' Полагая х — а, 
находим: 


интеграл, полученный диференцированием, 
1 й 
| -. 
= ай -НЕИ я #1 Ё) 
2 Иа й 


=? 


0 


ат, 


равномерно сходится во всем интервале (а, ", тде щз и а, положительны и 


* Ма 
меньше @, так как он сравним с интегралом | т, где ЛМ — постоянное чи- 


0 
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сло. Возвращаясь к переменному х, мы имеем, следовательно: 


Е’ (а) == "ОО 2 
` 21 Уз—х 


0 


В качестве приложения поставим себе задачей определить функцию $ (х) та- 
ким образом, чтобы ЕР (а) не завнсело от я. Производная /’(а} должна быть ну- 
лем, что может иметь место лишь в случае, если функция Хх) -- 2х} (х) тожде- 
ственно равна нулю, по крайней мере, если это выражение ие имеет бесконеч- 
ного множества нулей вблизи начала координат. Это условие может быть написано 


так: 
Г, 
Ах) 2х’ 
откула 
(о —= < . 
Их 


Эта функция дает решение задачи; в самом деле, мы имеем: 


| — бах _ —- Ст, 
| Уха) 
0 


как это легко обнаружить посредством подстановки х 9517. 


УПРАЖНЕНИЯ. 
1 


1 


р 1 
1. Доказать, что или бесконечном возрастаиин я сумма — -- 
п 21 


имеет пределом 11 2. 


Следует доказать, что эта сумма имеет пределом определенный интеграл 


1 
ах ] 
1х 
-. 2. Найти таким же образом пределы сумм: 
п 


п я 
| 
т Ро +. 7 п (п— 1} › 
1 1 1 
——= + На. м, 
и из? И? — (п — 1} 
п 
приводя их к определенным интегралам. Вообще предел суммы У, ф (2, п) при бес- 


0 


1=9 
конечном п равен некоторому определенному интегралу, если $ (р, п) есть одно- 
родная функция степени —1 отри от я. 


18 


* 


11 (тол) ах = — 2. 


—3. Вывести значение определенного интеграла 2 


2 — 5 


[Мозжио исходить от тригонометрической формулы: 


(п — К по 


эт ы Ш 2% т 
—за—... = 
п п 21-4 


> 
[> 


212 ГЛАВА [\У. ОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 5 


‚нли воспользоваться равенствами: 


0% п 


2 2 2 
[о (зш х) ах —= 11 (50$ х) @х = та Ш (75) ах. | 
0 о | 


4. Вывести отсюда значение определенного интеграла 


я 
п . 
| (*- 5) © хах. 
0 
1 


(Ех) Чх— > ш2, 


5. Показать, что 
у РЕ 8 


0 
[Можно положить х-=% 9 и разбить нолученный интеграл на три части.] 
з 


6*. Найти значение определенного интеграла [| (1 — 2 с0$ х -- а?) ах. 


[Пуассон (Ро1380п).] 
Разделив промежуток от 0 до л на и равных частей и применяя известную 
тригонометрическую формулу, мы придем к вычислению предела выражения: 


т ат _ 
Пр | (2 5] 


прн бесконечно большом я. Если а заключается между -Ти {-|, ТО этот пре- 
дел равен нулю; если же а? >> |, то он равен п ш 9?. 


и 


зшхах 


ИЕ — 2ас0зх 


7. Определениый интеграл | ‚ где а — положительно, ра- 


© 
2 
вен 2, если а<|и = › если а > 1. 


8+. Для того чтобы функция }(х) была интегрируемою в промежутке (а, 8), 
необходимо и достаточно, чтобы всякому положительному числу = соответствовало 
такое разбиение промежутка (а, $), чтобы разность $ — 5 соответствующих сумм 
была меньше =. | 

9. Пусть будут Ё}(х) и +(х) функции, непрерывные в промежутке (а, 5), и 
(ах, м, ..., 6) — каков-нибудь разбиение этого промежутка, Если мы возьмем 
два каких-нибудь значения &,, т; в каждом промежутке (х;_1, х;!), то сумма 
УЛ (8) $ (п) (х, — х,_,) будет иметь пределом определенный интеграл 

5 


#(х)  (х) ах. 
а 
10. Пусть будет /(х) функция, непрерывная и положительная в промежутке 
ь ь 
ах 
(а, 8}. Произведение определенных интегралов | У (х) 4х, о будет минимум, 
‘а а 
если функция равна постоянному. 
11. Пусть будет Г указатель функции ($ 76} между хан х;. Доказать соот- 
О 
иошение: 
А ум — 
о РР 


1 
№ } (<) 
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где == + 1, если Ё (4) > 0, }(ж) < 0, и == — 1, если }(%0) < 0, Л(х) >00; - 0, 
если 7 (х%) и Х(*!) будут одинакового знака. 

Следует приложить к функциям 19 последнюю формулу стр. 169. 
—— 12*. Пусть будут 0 и Улдва многочлена п-й ин (п- 1-й степени, первые 
между собою. Указатель рациональной дроби т между пределами — сю и -|- © 
переменного равен разности между числами мнимых корней уравнения (-{-{, 


имеющих положительный коэфициент при 2, и между числом этих корней, име- 
ющих отрицательный коэфициент при 2. 

[Эрмит. ВаМеня ае да Зосе пийпётайдие, т. УП, стр. 128.] 
— 13*. Вывести вторую теорему среднего значения при помощи интегрирования 
по частям. 

Пусть будут У (х) и $(х) функини, непрерывные в промежутке (а, 8), причем 
первая {(х) постоянно возрастает или постоянно убывает и имеет непрерывную 
производную. Полагая 

х 
Ф (<) -= \ ф (<) ах 
а 
п интегрируя по частям, находим: 


Ь 


\уде дах Ф (6) — 


а 


_— < 


р (Х/Ф (х ал. 


а 


Так как производная }’(х) имеет ‘постоянный знак, то остается приложить к но- 
вому интегралу первую формулу среднего значения. 
=- 14. Показать, что при переходе от одной системы прямоугольных осей к дру- 


гой системе прямоугольных осей, конгруэнтной с первою, интеграл \ хау — у4х, 


взятый вдоль замкнутого коитура, обращается в иитеграл такого же вида. 
15. Из формулы: 


со хАх-- 1 (чпАВ — зп а} 
а 


вывести следующие определениые интегралы 


ь ь 

\ х’рчузша хах, \ хр с05 хах. 
«) ° 

Гл а 


-- 16. Рассмотрим две какие-нибудь плоские кривые С, С'; будем считать соот- 
ветствующими точкн (х, У) (х’, У) обеих кривых, в которых касательные па- 
раллельны. Точка с координатами х, == рх 4х’, у==ру--9у', ге ри9— 
данные постоянные, описывает новую кривую С;. Доказать, что соответствующие 
дуги трех кривых связаны соотношением: 


51== == $ = 95. 
“>= 17. Доказать, что длины соответственных дуг крнвых: 


сот С | = 0—0 — (0, 
Уу=Л (И 0-0, УЕ РО (90—90 


равны между собою при всяком виде функпий 1 (Ё) и $(1). 

— 18. Проведем из точки М плоскости нормали МР,,...,МРик п кривым С}, 
С.,..., Сп, лежащим в той же плоскости. Пусть будет { длина МР. Место 
точек М, для которых между длннами {[; существует данное соотношение 
Е, Ь,..., 4) =0, есть некоторая кривая Г. Доказать, что если на каждой 


С 9 
прямой МР; отложим в падлежащем направлепии длину, пропорциональную Руд , 
{ 
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то равподействующая (геометрическая сумма) этих п отрезков даст направление 
`нормали к кривой Г. Распространить это предложение на поверхности. 

19. Пусть будет С замкнутая кривая. Возьмем ва касательной в точке т 
к кривой С по обе стороны от точки м два равных отрезка тр и тр’, причем 
ллина тр изменяется по произвольному закону. Доказать, что площади двух 
кривых, описанных зочками р, р’, равны. Случай, когда длина тр постоянна. 

20. Площадь, заключающаяся между замкнутою выпуклою кривою н кривою 
параллельною, получающеюся через отложение на нормалях к первой кривой 
постоянной длины [ равна == п -| $[, где $ — длина замкнутой кривой. 

21. Пусть будет С замкнутая кривая. Геометрическое место точек А, для 
которых площаль соответствующей подэрной кривой имеет данное значение, есть 
окружность с неподвижным центром. 

Следует определить кривую С ее тангенциальным уравнением 


х 058 - узшЁ =} (ё). 


22. Пусть будет С замкнутая кривая, С, —ее подэрная кривая относительно 
точки А, С» — место оснований перпендикуляров, опушенных из точки А на 
нормали к С. Между площадями этих трех кривых существует соотношение 9% = 
= —% 

—\ 2. 

Если ри ® будут полярные координаты точки кривой С;, то, на основании 

свойств подэрной кривой (5 36), координаты соответствующей точки кривой Со 


я - . 
будут р’ ио | =, а координаты соответствующей точки кривой С будут: 
= ? 


Ир? и = ас ". 


23. Если кривая С катится без скольжения по ирямой, то всякая точка А, не- 
изменно связанная с кривой С, описывает некоторую кривую, называемую ру- 
леттою. Доказать, что площадь. заключающаяся между дугою рулетты и оспова- 
нием, равна удвоенной соответствующей плошади подэрной кривой точки А 
относительно кривой С. Доказать также, что длина дуги рулетты равна длине 
соответствующей дуги подэрной кривой. 

Штейнер (531ешет).] 

Чтобы доказать эту теорему аналитически, обозначим через Х, У координаты 
точки А отпосительно системы подвижных осей, составленной из касательной и 
иормали к кривой С в точке М. Пусть будет $ дуга ОМ, считаемая от некото- 
рой постоянной точки на кривой С, и ® — угол между касательными в точках О 
и М. Легко вывести соотношения: 


4; - ах = Удо, АУ Хао ==0, 


откуда получаются оба предложения. 


ГЛАВА \. 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ. 


1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 


Вычисление определенного интеграла, на основе его определения *, 
является, вообще говоря, очень трудной задачей, тогда как, если изве- 
стна первообразная функция для У(х), интеграл получается непосред- 
ственно для любых пределов. 

В этом отделе мы рассмотрим различного рода элементарные функ- 
ции, интегралы от которых выражаются при помощи тех же символов. 
Под э“ементарными функциями мы разумеем алгебраические функции, 
рациональные и иррационагьные, функцию показательную и логариф- 
мическую, функции тригонометрические и круговые и все те, которые 
получаются от сочетания прелылущих функций в конечном числе. Когда 
неопределенный интеграл от функцни /(х) не может быть выражен при 
помощи этих символов, то этот интеграл нредставляет новую трансцен- 
дентную функцию; изучение свойств этих трансцендентных функций 
и их классификация составляют одну нз важнейших задач интегрального 
исчисления. 

97. Интегрирование рациональных фуикций. Общий способ, Всякая 
рациональная функция /(х) представляет сумму целой части Е(х) и 
Р(х) 
© (х)° 
степени О (х). Если действительные и мнимые корни уравнения ()(х} =0 
известны, то эта рациональная дробь может быть разложена на сумму 
простых дробей, принадлежаших к одному из лвух следующих типов: 


А Мх-+ м 
ы . 
(х— а)" [(х а р 
Простые дроби первого типа происходят от действительных корней, 


а второго типа — от сопряженных мнимых. Интеграл от целой части 
получается непосредственно. Далее, если т`>1, то 


дроби где многочлен Р(х) первый с @(х) и его степень ниже 


\ дах А | 
ха (тра 
Аах 


=А (х— а). 


если же т ==1, о) 
хх — 


* См. пример $ 67 и упражнения 3 и 6 главы 1М. 
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Для краткости мы опускаем постоянное С, которое должно быть при- 
бавлено в правой части. Таким образом остается только исследовать 
простые дроби, происходящие от мнимых корней знаменателя. Положим 
для упрощения | 


х=а+ В, 4х=В 4; 


| ММ 1 а 
( —? 


ха Я фи ИИ) 


тогда 


и мы получаем два рода интегралов: 


и а 
ира” }и-Е в 


Первый интеграл легко вычислить, заметнв, что #4 есть половина 
диференциала от 1-|- 12; поэтому, если п > 1, то мы имеем: 


| гар __ 1 __ в2и-2 
(аи 2 пав 2-е И 
и если и=1, то имеем: 
г _ 1 __ 1 (х— а В 
ша неон | 55 |. 


Остаются только интегралы вида: 


и 


Если п -1, то значение этого интеграла будет: 


а атс | х—а 
==агс == ас 2. 
а" И 
Если же и больше единицы, то пользуются формулою приведения, пноз- 
воляющею свести вычисление предложенного интеграла к вычислению 
интеграла такого же вида, но в котором показатель при 1 -|- # на еди- 
ницу меньше. Обозначая рассматриваемый интеграл через /„, мы можем 
представить его в виде: 


„-\ & Неа 4 _| 24! 
по (1 2)" — (1 в)” = (1-2) -1 [ба 


24 
Интегрируем а по частям, положив: 
и=ьЬ 49— 24 ® = 1 ; 
т? а-+а” о 2-е 


мы получим: 


12 ДЕ 1 1 \ 
ав — 2(п— 1) (1-11 2—1) (1-61: 
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Заменив в уравнении для /, последний интеграл его значением, 
пайдем: 
р — 28 —3 / Е 
2" | и (1-8) 


Заменяя в этой формуле п через п — 1, потом через п — 2 ит. д., 
мы придем к интегралу // —=агс1® (. 
Возвращаясь затем постеленно к /„, наконец, получим: 
__ (21 — 3) (21 —5)...3:1 
"(21 —2) (21—4)...4.2 


ас ЕЮ, 


где А (2) есть рациональная функция от Ё выражение которой было бы 
нетрудно получить; заметим только, что знаменателем ее будет (1-Е 12)"-1 
и что степень числителя будет ниже 2и —2 (см. 5 72, стр. 161). 

Таким образом интеграл от рациональной лроби слагается из ра- 
циональной части и из трансцендентных членов одного из следующих 
ВНДОВ: 


ш (х— а), Ш [(х— 2], а 


ах , 
Пусть, например, требуется вычислить нитеграл | 1: Знамена- 


4. 
х 
тель имеет два действительных корня --1 и —-1 и’два мнимых 2 
и —2. Следовательно, разлагая его па простые дроби, получим: 
1 А В сх 


яхт! ЕН 1 ^ 


Умножая для определения коэфициента А обе части на х — | и пола- 


1 1 
гая затем х =}, будем иметь А=-у; точно так же найдем В—=— у. 
Теперь мы можем представить предыдущее тождество в виде: 
1 1 1 1 | сх 
др 4 хе хи 1 › 
нли, после приведения: 
-1_ _ СХ Ь 
2 (1-Е х2) 1+? * 
1 
Следовательно, должно взять С==0, В=—-, н мы можем на- 
писать: 
1 1 1 1 
х— 1 4(х— И 4(х-0 2’ 
откуда 
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Примечание. Изложенный метод — вполне общий, но ои не всегда самый 
простой. Иногда можно упростить вычисление соответственными искусственными 
приемами. Возьмем, например, интегр`л 


ах 


Если и_>1, то можно было бы или разложить подинтегральную фупкцию на про- 
стые дроби, отделяя корни -|- Г и — |, или применить формулу приведения, как 
для интеграла /„. Но можно получить этот интеграл более изящным способом, 


2 
сделав замену переменного х-= Л их ; это дает: 
—@& 
42 242 
№--1==-. Ях-=- , 


Разложив (1 — 2)?"-? по формуле бинома, пам пужно будет иптсгрировать только 
одночлены вида 42, где и — положительно или отрицательно. 

Метод Эрмита. До сих пор мы предполагали, что иодинтегральная 
дробь разложена на простые дроби, для чего нужно знать корни зна- 
менателя. При помощи слелующего метода, принадлежащего Эрмиту, 
можно найти алгебраическую часть иитеграла и не зная этих корней; 
при этом требуется производить только элементарные действия, т. е. 
сложения, умножения и деления многочленов. 

1(х) . 

Пусть будет Е(х) рациональная дробь, интеграл которой нужно 
найти; мы можем предположить, что ее числитель и знаменатель первые 
межлу собою. На основании теории равных корней, многочлен Р(х) 
может быть представлен в виде: 

Е(х) = ХХ3ХЗ... Хь, 
где Хх, Х,,..., Хх,— многочлены, содержащие только простые линей- 
ные множители и не имеющие попарно никаких общих множителей. 
Далее, мы можем разложить предложенную функцию на простые дроби 


с знаменателями АХ, А?,..., ХР, 
1 2 Р 


1(х) АА А 


+... 
Хр 


Ех Хх № 


где А, есть многочлен, первый с Х,. В самом деле, из теории общего 
наибольшего делителя известно, что если даны два первые между собой 
многочлена Хи Ги какой-нибуль многочлен 7, то всегда можно найти 
два многочлена А и В, удовлетворяющих тождеству 


ВХ + АУ—= 1. 
Положим 


2 
Х=Ха, У=Х8... ХВ, =А(х); 
тогда предыдущее тождество обращается В 


ВХ, -- АХ}... ХХХ). 
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Разделив на Р(х), найдем: 


1(х) _ А и В 
2х) Х Г Ж...Х"’ 


и, на основании предыдущего тождества, ясно, ито если многочлен Х(л} 
будет первым с Р(х), то А ‘будет первым с Ху, и В будет первым с 


р „ 
Х.... Хь. Продолжая те же самые действия над дробью 


ит. д., мы представим в требуемом виде. 


1(%) 
х) 
Таким образом достаточно ноказать, каким образом можно найти 

Бацнональную часть интеграла вида: 


где $ (х) есть многочлеп, первый со своею произволною. На основании 
вышеуказанной теоремы, всегда можно найти два других многочлена В 
и С, удовлетворяющих тождеству 


| "(х) — 
Во (х)-- С%' (х) =А, 
н мы можем представить предылущий интеграл в виде: 


дах [ВЕСУ [Вах [сих 
о" у ф" 1 д 


Если п больше едипицы, то полагая 
—1 
т — ——_—_—_ 
п Пт 


и интегрируя по частям, будем иметь: 


` ! 1 ГС! 
\ с* = С Го: \ 1 4%; 
ф (и— Пу п—1) $ 


внося ЭТО В предыдущее соотношение, получим: 


а С ‚ (ГА, ах 
и т 


где А, обозначает новый многочлен. Если п>2, то к новому инте- 
гралу можно приложить тот же самый способ приведения и т. д. Мы 
должны будём остановиться только тогда, когда показатель при ф в зна- 
менателе сделается равным единице; мы получим тогда соотношение вида: 


А ах фах 
| а =^( |, 
ф $ 
где Ю(х) есть рациональная функция от х, а Ф — многочлен, степень 
которого всегда можно предположить меньшею степени ф, но который 


и = С, 
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может и не быть первым с многочленом $. Для вычисления последнего 
интеграла необходимо знать корни многочлена $, но интегрирование не 
введет более никаких рациональных членов. В самом деле, разложение 


ф 


дроби —- на простые дроби даст только члены вида: 
Ф 


А Мх-- м 


а интеграл от каждого из них есть трансцендентная функция. 

В частности, этот метод позволяет узнать, будет ли интеграл от 
данной рациональной функции сам рациональным. Для этого необхо- 
димо и достаточно, чтобы, после того как приведение было подвинуто 
насколько возможно далеко, все многочлены, аналогичные Ф, оказались 
равными нулю. 


Заметим, что способ, которым мы выше пользовались прин приведении нините- 


грала /„, есть в сущности не что иное, как частный случай изложешиюго здесь 
метода. Возьмем интеграл более общего вида: 


у ах > , 
[а=е ЕСИ’, А =0, В№— АСУ 0. 


Мы имеем тождество: 
А (Ах? + 2Вх + С) — (Ах - В}? = АС— В?, 


которое позволяет представить данный интеграл в виде: 


_Чх — —_ А | ах — 
(Аж --2вх-- Ст ^ АС В? (А Вх Ои-и 
1 у (Ах Вах 

— Аб— В аз + В) да -оВх ЕО" 

Интегрируя последний интеграл но частям, получим: 
Ах В ОНИ _Ах-- В 

(АЕ ОВхХ би а ПА -аВх + би-1 

+ А [ ах 

21—25 (Ах --2Вх+ Си 1’ 


и предылушее соотпошепие обращается в 


| ах . Ах + В + 
(А 255 С” 2(п— П(АС- В (Аж 2Вх- С)й-1 
‚2—3 _А | 4х 
2 —З АС В? | (Ах +- 2Вх  С)п-1" 


Продолжая таким же образом, мы прилем к интегралу: 


г ах 
тситрттаив с’ 


который выражается через логарифм, если В — АС > 0, и через агс 4, есля 
В — АСХ 0. 


ее 
(=) 
> 
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Возьмем еще интеграл 
5х3 + 3х —1 
(8 -- 3х - 1} 


Ах, 


Мы имеем тождественно: 


5х3 -- Зх — 1 == 6х (2 НГ) — (9-21); 
отсюда мы можем написать: 
ох а [И | @___ 
3 (23 -- Зх-- 13 (3х1 {3х1} 
Интегрируя первый интеграл по частям, получим: 
бер 


4х=- 


х 
(8--3х 1} 
и следовательно, будем иметь: 


Е я — —х 
аз ^^ сах Е 1? 

Примечание. При применении метода Эрмита мы золжны решить сле- 
лующую задачу. Даны три многочлена А, В, С соответственно т-й, п-й и 
р-Й стзпеней, причем А и В первые между собою: найти два других много- 
члена и и 9, так, чтобы было тождественно Аи - Ву == С. 

Чтобы найти отвечающие на вопрос многочлены возможно низшей степени, 
предположим сначала, что р пе больше т-- п — 1. Тогда за и и о можпо взять 
многочлены соответственно (п- 1)-Й и (т —-1)-Й степеней; т-- п пеизвестных 
коэфициентов определятся из системы т -{ п пеоднородных линейных уравнений, 
определитель которой ие может быть равси нулю; в противном случае можно 
было бы найти два мпогочлена и и и степсией пе выше (и — 1-й и (т— 1-й, 
удовлетворяющих тождеству ли -р- Ву=-0, откуда следует, что А и В должны 
были бы иметь общего мпожителя. 

Если многочлен С будет степени (1 - п) или выше, то мы разделим С на АВ, 
так, чтобы получился остаток С’ не выше (т - п— 1)-й степени: С = АВО+ С. 
Полагая и — ВО=и,, мы представим соотношение Аи- Ву=С в виде: 


Аш + Во—= С’ 
и таким образом придем к предылушему случаю. 
Интегралы \ К (х, У Аха -- 2Вх-- С) ах. После интегралов от ра- 


циональных функций естественно перейти к рассмотрению интегралов 
от функций иррациональных. Мы начнем с того случая, когда под зна- 
ком интеграла стоит рациональная функция от х и от корня квадрат- 
ного из многочлена второй степени. Здесь для уничтожения корня 
достаточно простой замены переменного, и мы придем к предыдущему 
случаю. Эта замена переменного очевилна, если многочлен под знаком 
корня обращается в двучлен первой степени ах -- 8. Полагая ах + В =, 


получим: 
ИИ 8 
) ву п (-—^, ‚) 214 


—х | ах 
сера Тез 


а 


н новая функция под знаком интеграла будет рациональною. 
Если многочлен под знаком радикала — второй степени и имеет два 
действительных корня а и 6, то можно написать: 


ИА а) (== 6)]/ А, 
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и опять достаточно положить 


хи Аа— 5 
Иль или дщв, 


чтобы иррациональность исчезла. 

Если многочлен под знаком радикала имеет мнимые корни, то этот 
прием привел бы нас к мнимым символам. Чтобы ближе подойти к су- 
ществу вопроса, заметим, что если мы обозначим радикал 


Ил + 2вх-+ С 


перез у, то х и у будут координатами точки кривой, представляемой 
уравнением 


у? = Ах? -2Вх-Р С, (1) 


и задача приводится к выражению координат точки кривой второго 
порядка через рациональные функции некоторого параметра. Геометри- 
чески ясно, что это возможно; в самом деле, если мы проведем через 
какую-нибудь точку (а, В) этой кривой переменную секущую 


У—в8-=1(х —а), 


то ясно, что координаты второй точки пересечения этой секущей с кри- 
вою получатся из уравнений первой степени и будут, следовательно, 
рациональными функциями от &. 

Если трехчлен Ах? -- 2Вх-Р С имеет мнимые корни, то коэфициент А 
должен быть положительным, так как в противном случае этот трех- 
член был бы отрицательным при всех действительных значениях х. 
В этом случае коническое сечение (1) есть гипербола, и, пересекая эту 
гипербозу прямою, параллельною одной из ее асимитот, 


У=х%ИА--Ь 

МЫ получим ДЛЯ координат ТОЧКИ пересечения 
 — Сс_в 

2ИАд— 28’ 


Если же А отрицательно, то кривая второго порядка есть эллипс, 
и трехчлен 


Ах 2Вх-Е С 


должен иметь два действительных корня, так как в противном случае 
этот трехчлен был бы отрицательным при всех действительных значе- 
ниях х. Замена переменного, которая была указана выше, есть та самая, 
которую мы получили бы, пересекая кривую подвижною секушею 


у=Ех— а). 


Пусть, например, требуется вычислить интеграл 


| РУНЕЕ 
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Вспомогательная кривая второго порядка у? -= х?- Ё есть гипербола, 
и, пересекая ее прямою, параллельною асимптоте, х-Ру==Ь мы полу- 
чим для координат точки пересечения выражения: 


1 


А) зи) 


р РА ах (о ча _ 2 
5 вр мер ви 


Возврашаясь к переменному х, находим: 


и затем 


— 


Чх хх Их -А х 
3 р о ень №’ 
ев ви ВИЖ -Е 


причем в правой части должно еще стоять произвольное постоянное. 
Вообще, если АС — В+ не равно нулю, то мы имеем: 


4х 1 Ах -|- В 
(деовхьс» АСУ Аи ЕЭС 


В некоторых случаях проще искать интеграл непосредственно, не унич- 
тожая иррациональности. Как пример рассмотрим интеграл 


ах 
фу 2х С 
Если коэфициент А положителен, то можно написать: 
) ИАах =| У дах 
у( 


И 422 + 2АВх АС (Ах В АС В?’ 


и, полагая Ах--В==Ь получим: 
1 й я 
18 (2 РАСЫ В?2). 
У УрЕяЕв-У УА (НУР ) 


Возвращаясь к перемеиному х, находим: 


1 


Если коэфициент при х? отрицателен, то интеграл можно представить 
в виде: 


ах __ Удах А> 0; 
у авРЕЕ УЖЕ» | 
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здесь количество АС-- В? должно быть положительным, и, полагая 
Ах — В=И АС-[ В?, 


мы приходим к интегралу 


^ 


1 ОЕ 1 . 
= == агс зп Е. 
утв ИЯ 
Таким образом мы имеем: 


\ ах 1 Ах — В 


= - — атс ми м; 
И АзчавВх+С ИА УАС-Е В? 


легко убелиться, что когда х изменяется между двумя корнями трех- 
члена, то функция под знаком агсзш изменяется между —Ти --1.. 

В промежуточном случае, когда А—=0 и В=2-0, интеграл — алге- 
браический 


д 1 А 
ужас в ИВС. 


Интегралы вида 
ах 
(х— а) И А 28х-- С 


1 
приводятся к прелылущим полстановкою х==а-- —. В самом деле, 


мы имеем: 


—_ ах о ( ду 
(х — а) У Ах? 2Вх-- С Джина: 
гле 
А, = Аа? | 2Ва-|-С, В, =Аа--В, С, =—А. 
Здесь следует заметить, что интеграл будет алгебраическим, если а бу- 


дет корнем трехчлена, стоящего под знаком радикала, и только в этом 
случае. 


я 
; Рассмотрим еще интеграл \у х2—- Аах. Интегрирование по частям 
дает: 


о И 24 
| 


с другой стороны, можно написать: 
2 и 
и (ут лах дах _ 
ИА Иж-РА 
—=\Уж-РАах— аш («Иж - А); 
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из этих двух соотношений получаем: 
ДУяфАв-туЯАТЗВОЧУЯ ТА), (2) 
азия уме-+Ият) (3) 


Точно так же можно вывести формулы: 


—_—__ >= а 2 
[уз а р Иа — жа т >, (4) 
2 ах Хи 1 2? — 
ЕЕ — х? 2 Иа—*-- 5 исп а` ы 


Площадь гиперболы. Предыдущие интегралы встречаются при вычислении 
площади сектора эллипса или гиперболы. Возьмем 
гиперболу 


и найдем площадь сегмента АМР, ограниченного 
дугою АМ, осью Ох и ординатою МР (черт. 15а). 
Эта площадь равна определенному интегралу 


х 
[- И — а ах, 
а 
а 
т. е., по формуле (2), равна: 


18 [Ия [а (не) |. 


2 а а 


Но 


и произведеиие 


представляет плошадь треугольника ОМР); отсюда следует, что площадь $ сек- 
тора ОАМ, заключающегося между дугою АМ, радиусом ОА и радиусом ОМ, 
имеет выражение: 


__1 Уи) 1 (= у) 
Зета (Уи = 46 т ат%): 


Эта формула позволяет выразить координаты х и у точки М гиперболы че- 
рез площадь $. В самом деле, из предыдущего уравнения и из уравнения гиперболы 
мы имеем: 


и следовательно, 
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Функции, стоящие в правых частях, носят название гиперболического синуса 
и гиперболического косинуса: 


ех к е-х ех — е-х 
сн = ее = ‚ ПХ —5_, 
и мы можем написать: р 55 
$ 
х—асй т, =. 


Гиперболические функции обладают свойствами, аналогичными свойствам функ- 
ций тригонометрических *; так, мы имеем: 


со? х — $18 х =1, 
СН (х - У) = (ихспу- $1 х ЗВ у, 
56 (ху) = $51 х сб у + ЗВ усЬх. 


Точно так же мы нашли бы, что координаты точки эллипса выразятся через 
площадь сектора следующими формулами: 


х— пс05 29 == ъат 25 
=” а’ У— ав ` 


Для круга радиуса, равного единице, и для равностороиней гиперболы с полу- 
осью, равною единице, эти формулы обращаются соответственно в 


х=60$25$, у 25; 
х=св 25$, у-=$0 25. 


Гиперболические функции играют ту же роль по отношению к равносторонней 
гиперболе, как тригонометрические — по отношению к кругу. 

Спрямление параболы. Найдем длину дуги параболы 2ру= х? между вер- 
шиною О и точкою М (черт. 15Ъ). Мы имеем: 


х х 
пом [Е 
5 


о 


или, применяя формулу {2): 


агс ОМ хуи 


, (ужи) 
п—_—_—_—_—_—_—_), 
2р р 


р 
12 


Черт. 155. 


Алгебраический член в правой части представляет 
. х 
длину касательной МТ. В самом деле, известно, что ОТ 5; поэтому 


д мо № 2+ р) 
2 — у? = — 
ие 4 


Соединим точку Т с фокусом Р; угол МТЕ — прямой, и мы имеем: 
ха 2? 1 —_ 
ЕТ -=и= Иж ра, 
4 + 4 р. у +Р 
Отсюда можно вывести следующее любопытное свойство параболы. 


* Весцей 4ез опиШез пииёнаиез Уэля (Нонё) содержит таблицу логарифмов 
этих функций для положительных значений аргумеита. 
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Предположим, что парабола катится без скольжения по оси Ох. Найдем ме- 
сто, описываемое фокусом, предполагая, что фокус неизменно связан с параболою. 
Если парабола коснется оси Ох в М', то мы будем иметь ОМ'-= агс ОМ; точка Г 
перейдет в точку Г’, так что будет М'Т’ = МГ, и фокус Е перейдет в точку Р’, 
которую’ получим, отложив иа прямой, параллельной Оу, длину Т’Р’— ТР. 
Координаты Х, У точки Р’ будут иметь следующие значения: 


2 21 
Хи ОМ — Ммт= в (ея +”), 


УТ И. 


Исключив х из этих двух соотношений, мы получим уравнение места, описывае- 
мого фокусом. Из первого уравнения имеем; 


2х 
хуя р-р’; 


к этому уравнению можно присоединить еще 
2х 


х— Иер? = — ре р, 
так как произведение левых частей равио — р. Вьчитая, получим: 


2х 2х 
Ияи- в (те "), 


и искомое уравнение будет: 
хо фм 2х 
хе о р) = Рн?Х. 


Легко построить эту кривую, носящую название цепной линии; по своему 
виду она имеет сходство с параболою. 
98. Уникурсальные кривые. Рассмотрим теперь вообще интегралы 


от алгебраических функций. Пусть будет 
Б(х, у) =0 (6) 


уравнение алгебраической кривой, и Ю(х, у) — рациональная функция 
от х и от у. Предположим, что в Ю(‹, у) мы заменили у одним из кор- 
ней уравнения (6); мы получим функцию только одного переменного х, 
и интеграл 

(®(х, у) 4х 


` 


называется абелевым интегралом, связанным с кривою (6). Если данная 
кривая и функция Ю(х, у) произвольны, то эти интегралы будут 
трансцендентными функциями. Но в частном случае, если данная кри- 
вая — уникурсальная, т. е, если координаты х, у точек этой кривой 
могут быть представлены как рациональные функции переменного па- 
раметра &, то абелевы интегралы, связанные с этою кривою, приводятся 
непосредственно к интегралам от рациональных функций. В самом деле, 
пусть будут 
х=1(), у=9( 
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выражения координат х, у в функции #. Приняв Ё за новое независимое 
переменное, получим: 


| Все, узах-=\ В, Фа 


и новая функция под знаком интеграла, очевидно, рациональна. 

В курсах аналитической геометрии * доказывается, что всякая уни- 
(п— 1) (п— 2} 
2 
и что, обратно, всякая кривая и-го порядка, имеющая это число двой- 
ных точек, будет уникурсальною. Напомним только, каким образом 
можно получить выражение координат в функции вспомогательного па- 
("и—1)("—2) 
2 
двойных точек; через эти 8 двойных точек и через п-—3 простых то- 
чек кривой С, проведем пучок кривых (п — 2)-го порядка; эти точки 

вполне определят пучок кривых (п— 2)-го порядка, так как 


—1 —2 —2)( 1} 
(п и и— 3 = ии 1, 


курсальная кривая и-го порядка имеет двойных Точек 


раметра. Пусть дана кривая п-го порядка С„, имеющая 6 = 


а для определения кривой (п— 2)-го порядка нужны 


(п— 2) (#-|-1) 
2 


точек. Пусть будет Р(х, у) 219 (х, у) =0 уравнение этого пучка, 
где #Ё обозначает произвольный параметр. Каждая кривая пучка пере- 
секает кривую С, в п(п— 2) точках; при этом некоторое число этих 
точек пересечения не зависит от #, именно, ‘и — 3 выбранных простых 
точек и 8 двойных точек, каждая из которых считается за две точки 
пересечения. Но 


п З- 20 —=п—3(п— 1) (в 2) =" (п — 2) —1; 


таким образом остается только одна точка пересечения, изменяющаяся 
вместе с #. Координаты этой точки получатся из двух уравнений пер- 
вой степени, коэфициенты которых будут целыми многочленами по 2, 
и потому эти координаты сами будут рациональными функциями от (. 
Можно было бы также воспользоваться пучком кривых (п — 1)-го по- 

(#— 1) (#—2) 

2. 
простых точек, взятых где угодно на кривой С». 
(#—1)(#—2) 


рядка, проходящих через двойных точек и через 2и — 3 


Если п==2, то = 0; таким образом всякая кривая 

второго порядка, как это уже было указано выше, — уникурсальная. 
(п— 1) (п — 2) 

Если п=3, то = 1; следовательно, из кривых третьего 


порядка уникурсальными будут только те, которые имеют двойную 


* См., например, Невенгловский (№е\мепе!о\узк!), Соиг$ Че Оботеше 
апа1уаие, т. П, стр. 99—114. 
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точку. Приняв двойную точку за начало координат, мы приведем урав- 
нения кривой третьего порядка к виду: 


4з (5, У) -- $2 (х, у) ==0, 


где $9; и $, — однородные многочлены со степенями, соответствующими 
их указателям. Секущая у-==Ех, проходящая через двойную точку, пе- 
ресечет кривую еще только в одной точке, изменяющейся вместе с # 
координаты этой точки будут: 

__ Фа (1,8) —_ ф» (1, 1) 


фз (1, /)’ 7— $3 (1,07 


Уникурсальная кривая четвертого порядка имеет три двойных точки. 
Чтобы получить выражения координат ее точек через параметр, соста- 
вим уравнение пучка кривых второго порядка, проходящих через три 
двойных точки и через одну простую точку, взятую произвольно 
на кривой. Каждая кривая этого пучка пересечет кривую четвертого 
порядка только в одной точке, изменяющейся вместе с параметром. 
Если, например, мы составим уравнение для абсцисс точек пересечения, 
то это уравнение, по освобождении его от множителей, соответствую- 
щих уже известным корням, обратится в уравнение первой степени и 
определит х в виде рациональной функции параметра; точно так же мы 
будем поступать для получения координаты у. 

Возьмем, например, лемнискату 


(22 -[- У?) == а? (х? — у?), 


нмеющую одну двойную точку в начал? координат, ни, кроме того, две 
двойных точки в бесконечно удаленных круговых точках. Окружность 


ха у = (х —У), 


проходящая через начало координат и касающаяся в этой точке одной 
из ветвей лемнискаты, пересекает эту кривую только в одной точке, 
изменяющейся вместе с 2. Из двух приведенных уравнений легко 
получается: 


х —= 


В (х — у а? (х2— у); 
отсюда, по разделении на Хх — у, остается: 
В (х— у) = а? (ху). 


Последнее уравнение представляет прямую, проходящую. через начало 
координат и пересекающую окружность в точке, отличной от начала, 
с координатами 
с НЕ а?) 22 ( — а?) 
р. оп — —__ 
На ' У Я а 
К этим формулам можно притти еще проще, воспользовавшись следую- 


щим приемом, применимым ко всякой уникурсальной кривой четвертого 
порядка, одна из двойных точек которой известна. Пересечем лемни- 
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скату секущею у==Ах; она встретит кривую’ в двух точках с коорли- 
натами 
аи1т— 


Е» у=\х. 


Под знаком радикала стоит многочлен второй степени, и, чтобы 


1—} а \? 
уничтожить иррациональность, достаточно положить г5=(7 
($ 105); легко убедиться, что это приведет нас к предыдущим фор- 
мулам. 


Примечание 1. Если птоская кривая имеет особые точки высшей крат- 
ности, то можно доказать, что каждая из них равиосильна некоторому числу 
двойных точек. Для того чтобы кривая была уникурсальною, достаточно, чтобы 


п— 1) (7—2 ы 
эти особые точки были равносильны НЫ двойным точкам. Например, 


кривая и-го порядка, имеющая кратную точку (п — 1)-го порядка, будет уникур- 
сальною, так как прямая, проходящая через эту кратную точку, пересекает кри- 
вую только в одной переменной точке. 

Примечание ЦП. Из других интегралов, в которых нррациональность 
‚может быть легко уничтожена, мы укажем еще на следующие: 


\ Ю [.. (ах ыз | ах, ( Ю (х, Иох ЕВ Их а) ах, 


*/ 


\ Ю (3%, хм, хи"... ах, 


где А есть рациональная функция, и показатели а, а’, а”,... — рациональные 
числа. В первом интеграле достаточно положить ах -- 8 —= 4. Если во втором 
интеграле положим 

ах-+о= №, 


то будем иметь только один квадратный кореиь из многочлена второй степени, 
и достаточно новой замены переменного, чтобы уничтожить эту иррациональ- 
ность. Наконец, в третьем интеграле можно положить х == #2, где О есть целое 
число, выбранное таким образом, чтобы все произведения Ра, Да’, Са”,... были 
целыми, 

99. Алгебраически-логарифмические интегралы. Всякий абелев инте- 
грал, связанный с уникурсальной кривой, в силу доказанного в преды- 
дущем параграфе, является алгебраически-логарифмической функцией, 
т. е. разбивается на рациональную функцию от Хх иуи сумму лога- 
рифмов от рациональных функций с постоянными коэфициентами. Когда 
кривая (6) не уникурсальная, абелев интеграл, с нею связанный, вообще 
говоря, есть трансцендентная функция, которую нельзя выразить только 
через логарифмы. 

Тем не менее, каково бы ни было соотношение 


Е(х, у) =0, 
всегда существует бесчисленное множество рациональных функций А (х, у) 
таких, что интеграл \ А (х, у)4х будет алгебраически-логарифмическим, 


так как производная такой функции всегда есть рациональная функция 
от хиу. Но при заданной функции А(х, у}, вообще говоря, очень 


трудно узнать, будет ли (Ю(х, У) 4х алгебраически - логарифмической 
функцией. у 
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В частности, это будет иметь место, если А (х, у) ах можно приве- 
сти к рациональному диференциалу при помощи некоторой алгебраи- 
ческой не обязательно рациональной подстановки. . 

К последнему примеру примыкает класс диференциалов вида: 


х” (ах ВР ах, 


называемых диференциальными биномами. Предположим, что все три 
показателя т, п, р — рациональные числа. Если р— число целое, то, 
на основании предыдущего, можно посредством замены переменного 
Х=={? сделать этот диференциал рациональным. Чтобы получить новые 
случаи ‚интегрируемости, сделаем замену переменного 


ах Е; 


мы получим: 


Новый интеграл — одинакового вида с первоначальным, но показатель р 
т! 
Е; 
п 


т--1 
п 


заменен здесь показателем 


следовательно, интегрирование 


можно будет выполнить, если будет целым числом, 


С другой стороны, предыдущий интеграл можно представить в виде; 


\ хт+тР (а Ьх-"Рах, 


“ 


и мы видим, что существует новый случай интегрируемости, когда 


торярЕ И р 


будет целым числом. Таким образом интегрирование можно выполнить 
т т-1 
в том случае, если одно из трех чисел: р, тет , Тр будет 


целым. Эти три случая будут единственными, когда при рациональных 
т, п, р интеграл выражается при помощи конечного числа элементар- 
ных символов. 
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Для выполнения интегрирования, когда это возможно, удобнее сна- 
чала привести интеграл к более простому виду, содержащему только 
два показателя. Для этого положим ах” = 6; мы будем иметь: 


р \" 1 Ь \п 1 _ 
«= (*. т, “= (т) т 
а я а 
тт 


бт ГП 
фарах (=) \; и 1-46. 
Отвлекаясь от постоянного множителя и полагая 
И, 
п 
МЫ придем К интегралу 
ма -- 024 


и случаи интегрируемости будут следующие: одно из трех чисел р, 4, 
р-—- 9 должно быть целым. 


г $ 
Если р — цепое и ч=-, то положим #==1*. Если 4 — целое и 


7 
— —-, т@ положим 1--#—= 17. Наконец, если р 9 — целое, то инте- 


грал можно представить в виде: 


| 1 а, 


и для уничтожения иррациональности нужно только положить 1 -- == Ш, 


если р—-—- 


Возьмем, например, интеграл 

\х 1 Е хз 4х; 
1 м! 
а + 
здесь случай интегрируемости. Полагая сначала х3== мы придем 


к иовому интегралу 
т (зит 
= | м 
Е ) ГЫ 


и для уничтожения радикала достаточно второй замены переменного 
1-Е — #8. 

100. Приведеиие интегралов эллиптических и ультраэллиптических. 
Пусть будет Р(х) — целый миогочлен р-Йй степени, первый со своею про- 
изводною. Если степень многочлена Р(х) больше 2, то интеграл 


\&[х, ИР] ах, 


здесь т==1, п=3, р= р—==1; следовательно, мы имеем 
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где АЮ обозначает рациональную функцию от х и от радикала 
у=УР(^), 


вообще не может быть выражен при помощи элементарных функций. 
Интегралы этого вида, представляющие лишь частный случай более 
общих абелевых интегралов ($ 108), могут быть разложены на алге- 
браическую и логарифмическую части и на некоторое число опреде- 
ленного вида интегралов, представляющих новые трансцендентные функ- 
ции, которые не могут быть выражены при помощи конечного числа 
элементарных символов. Мы изложим здесь это преобразование. 

Рациональная функция А(х, у) представляет частное двух целых 
многочленов по х и по у; заменяя четные степени у, например у29, 
через [Р(х)]1, а нечетные, например у29+1, через у[Р (х)]7, мы видим, 
что всегда можно считать числитель и знаменатель дроби выражениями 
первой степени относительно у: 


А-В 
Кр 


где А, В, С, О суть целые многочлены по х. Умножая числитель и зна- 
менатель на С— Ду и заменяя снова у? через Р (х), получим: 


а 
ве. 


Таким образом рассматриваемый интеграл распадается на два других; 


Бах 
из них один - есть интеграл от рациональной функции, а дру- 
бу 
гой —< 4х может быть представлен в виде: 
Мах 

АТА, 

МУР(х) 
где М и № — целые многочлены по х. Только этим вторым интегралом 


М 
мы и должны заняться. Рациональная дробь у может быть разложена 


на целую часть Е(х) и на сумму дробных членов: 


мА, №, А, 
м. (х) Х, | Х? | ...- Хр’ 


где каждый многочлен Х, — первый со своею производною. Таким 
образом нам нужно будет рассмотреть только два вида интегралов 


Уре» 24=| уро: 
” Ре " МИРО) 
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‘Если многочлен Р(х) будет степени р, то все интегралы У„ вы- 
ражаются при помощи р— 1 первых интегралов Т,, У.,..., 7 и 
алгебраических количеств. 

В самом деле, пусть будет: 


Р(х) = а мР-Н а, хР-1--... 
Мы имеем: 
х” Р'(х) _ 
2ИР(х) 
_ 2тхт-1Р(х)--х"Р (Хх). 
— 2+ Р(х) | 


Чх"У р = тат ИР) 
ах 


здесь числитель есть многочлен (т-ЁРр — 1)-Й степени, имеющий выс- 
шим членом (2 -- р) ах" +Р-1. Интегрируя обе части предыдущего 
равенства, получим: 


2хт ИР(х) — (2т --Р) Яо тьр-1 - ... , 


причем ненаписанные члены содержат интегралы У с указателями, 
меньшими т р— 1. Полагая в этой формуле последовательно т ==0, 
1,2,..., мы можем выразить Ут, 7, ... Через алгебраическую часть 
и через р— 1 интегралов У, У,..., У„_». 

Относительно интегралов второго вида должно различать два случая 
в зависимости от того, будет ли Х первым с Р(х) или нет. 

1. Вели многочлен Х — первый с Р(х), то интеграл 2, приводится 
к алгебраическому члену, к сумме интегралов У, и к новому инте- 


гралу 
вах 
ое й 
ХУР(х) 
где В есть мнолочлен степечи низшей, чем Х. 
Так как многочлен Х— первый со своею производною Х" ис Р(х), 
то Х” будет первым с произведением РХ", Поэтому всегда можно найти 


два многочлена } и у, удовлетворяющих тождеству ХХ”-Р и Х'Р=А; 
при этом интеграл распадается на два других: 


Аах = Хах в 
утв = ИР) № с 


Первая часть есть сумма интегралов У; второй интеграл при и 1 
можно проинтегрировать по частям, положив 


это дает: 


вИРх' 4х _ —вУР 1 2иР-- ВР! хх 
Хи (п— 1) Х"-1 п-т.) 2Х"ИР(х) ^ 
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Новый интеграл — одинакового вида с первоначальным, но только 
показатель при Х уменьшился на единицу. Продолжая приведение на- 
сколько возможно, т. е. пока показатель при Х больше единицы, мы 
придем к результату вида: 


Г 4А4х [Г Вах | (Сах, РУР 
туры | Хур [| У Го АИ-т" 


где В, С, р-—три многочлена, причем всегда можно предположить, что 
степень первого многочлена В ниже степени Х. 

2. Предположим, что Хи Р имеют общего делителя О, так что 
Х= Ур, Р=5р0, и многочлены О, 5, У попарно первые между собою. 
Можно найти два таких многочлена }, и, чтобы было А=А0"-|- 5“; 
поэтому мы можем написать: 


Аах _ [` 1ах | [Г вах 
ив) МУР ув 


Первый интеграл имеет рассмотренный выше вид, что же касается 
интеграла 
дах 
) 
[МУР 


где ПР есть делитель многочлена Р, то он приводится к алгебраиче- 
сому члену и к интегралам У. 

В самом деле, так как многочлен О” — первый с произтедением 05. 
то можно найти два таких многочлена \; и 4, чтобы было 


МОЕ в, 2$ = в, 


и рассматриваемый интеграл можно будет представить в виде: 


нах _ (“ах 50 а 
О ВВ 


Заменив Р через $50, представим второй из этих интегралов в виде: 


ом 
муз С ах 


п 


р ? 
и проинтегрируем его по частям, полагая 


—1 1 


и=в 5,  —: 1 НЫ 
по 2 
Мы получим: 
| нах (нах _ шт! $ -- 1 25-- №15". 
"УР 2"-1/Р 


> * 1 
УР (#1) 5" 2п —1 
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Мы имеем опять формулу приведения, но здесь благодаря присутствию 


дробного показателя по приведение можно продолжить до того 


члена, в котором С будет стоять в знаменателе в первой степени, и 
мы приходим к результату вида: 


\ вах _ КИР, Нах 
УР 2" ув: 


где Ни К — два многочлена. 


Мах 
Таким образом всякий иитеграл — приводится к алгебраиче- 
МУР 


ской части ик сумме интегралов вида: 


х"аАх х,ах 
УР ' ур 


где т не выше р — 2, многочлен Х — первый со своею производною А” 
и с многочленом Р, и степеиь многочлена Х, ниже степени много- 


члена Х. Это приведение требует только сложения, умножения и 
деления многочленов. 


Х; 
Если корни уравнения Х==0 известны, то рациональную дробь а 
можно разложить на сумму простых дробей вида: 


А Вх--С 
х—@’ (ха ’ 


где А, В, С — постоянные, и мы приходим к двум новым типам инте- 


гралов: 
| ах | (Вх бах 
(х—а)ИР(х)’°.) (м — а + ИР(х) 


которые можно привести к одному первому, если мы условимся допус- 
кать для параметра а также и мнимые значения. Такие интегралы на- 
зываются интегралами третьего вида. Интегралами первого вида назы- 


ваются интегралы У„, где т меньше Р 1; интегралы У, при т 


2 


равном или большем 1 называются интегралами второго вида. 


Интегралы первого вида обладают характеристическим свойством, — они 
сохраняют конечное значение, когда верхний предел бесконечно возра- 
стает или делается равным корню многочлена Р (х) ($ 89—90). Что ка- 
сается интегралов второго и третьего’ вида, то приведенное выше раз- 
личие между ними не самое существенное. Истинное различие будет 
указано впоследствии. 


Примечание. До сих пор мы ие делали никакого предположения отно- 
сительно степени р многочлена Р (х). Если степень этого миогочлена иечетиая, 
то она всегда может быть увеличена иа единицу. В самом деле, пусть многочлен 

Р (х} будет (24 —1)-й степени _ 


Р (м) = Адм-1- А-а... + Ад. 
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1 
Положив х=а- у, причем а не есть корень многочлена Р (х), получим: 


1 Р2ч-9 (а) 1 Р; (у) 
Р(х)=Р(а-Р'(а- +... = , 
РФР... Нд звеня м 

где Ри (у} обозначает многочлен 24-й степени. Следовательно, 
5^_ ИР (У) 
Ру = 
у4 
и всякий интеграл, содержащий рационально хи ИРО), обратится в интеграл 
от рациональной функции от у иот ИР, (у. 
Обратно, если под знаком радикала стоит многочлен Р (х) четной степени 24, 
то степень этого многочлена можно понизить на единицу, ес. и только известен 
один из его корней. Пусть будет, иапример, а один из корней уравнения 


Р (х) = 0; полагая х=а+-,, будем иметь: 


) 


ор 289 (а) 1 _ Ра (5) 
Р(х)=Р (+ Е а ум =` ум, 
где Р, (у) есть многочлен (24 — 1)-й степени; отсюда 
5 ИР) 
УР) я, 
и новый интеграл будет содержать только одну иррапиональность ИР! (У). 


101. Случай алгебраической интеграции. Можно получить окончательную 


М ах 
формулу, выражающую всякий интеграл - УР более непосредственным пу- 


тем, не проходя через все промежуточные вычисления, которые мы делали. 

Пусть У— общий наибольший делитель многочлена № и его производной, — 

общий наибольший делитель многочленов № и Ри, иаконец, И — частное от де- 

ления М на произведение У, На основании доказанного в предшествующем 
. 


. Б 
параграфе рассматриваемый интеграл равен алгебраической части вида ву , 


в $ ах 
сложенной с определенным числом интегралов У; и с иптегралом ое где 9 
(УР 


и $— два многочлена. Так как всякое выражение Р (х) ИР, где Е (х) — некоторый 
многочлен, есть сумма интегралов У,, то мы хожем написать: 


Й Мах _ УР. | $ах. 
МИР ИР "У ПУР’ 
где степень () ниже степени УТ, а степень $ ниже степени И. Все три много- 


члена 0, У, И получаются посредством рациональных операций; то же можно 
сказать и о многочленах С), $5, Т. В самом деле, приравнивая производные обеих 


частей предшествующего равенства и умножая на МИР, находим: 


1 7 
МЕТ + ФРИ 5 РОЙ — ОР. ОР 5, 


и Мы имеем верхний предел степени ТГ, замечая, что степень ГМ не превосходит 
наивысшей степени всех остальных членов. Получив таким образом верхний пре- 
дел степени многочленов (©), $, Г, мы `определним их коэфициенты, приравнивая 
в обеих частях последнего равенства коэфициенты при одинаковых степенях. Мы 
заранее уверены в том, что найденные уравнения совместны, так как это разло- 


ах 
жение возможно, Интеграл 1. в свою очередь, может быть разложен на 
} 
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алгебраическую часть и линейную комбинацию р—-1 интегралов ,..., Ура. 
Следовательно, мы всегда м жем посредством рациональных операций предста- 
вить предложенный интеграл в форме: 


М вы и В+ Зах, 
МУР ГР ПУР 
где степень Г; не превосходит р — 2, степень $5 ниже степени О и А (х) обозиа- 
чает рациональную функцию, 


Чтобы интеграл был алгебраической функцией, необходимо и достаточно, 
чтобы оба мнсгочлена Г, и $ были нулями. Так как всякий интеграл 


вс УР) ах 


может быть разложен на интеграл от рациональной функции и интеграл пред- 
шествующего, вида, то мы, следовательно, всегда можем посредством рациональ- 
ных операций узнать, является ли этот интеграл алгебраической функцией, И 
в этом случае получить его в явной форме. 

102. Эллиптические интегралы. Если многочлен Р(х)— второй сте- 


пени, то изложенный общий способ приведения позволяет привести ин- 


тегрирование рациональной функции от х и от ИР(х) к вычислению 
интегралов 


\ ах | ах 
ИР(х)’.) (х—а)ИБ(х) 


которые мы уже умеем вычислять непосредственно ($ 97). 

Простейший после этого случай представляют эллиптические инте- 
гралы, когда Р(х) — третьей или четвертой степени; как мы видели 
выше, оба эти случая приводятся один к другому. Пусть будет Р(х) 
многочлен четвертой степени с действительными коэфициентами, имею- 
щий только простые линейные множители. Покажем прежде всего, что 
линейною подстановкою с действительными коэфициентами всегда 
можно привести Р(х)} к многочлену, содержащему только четные степени 
переменного. 

Пусть будут а, 6, с, 4 четыре корня уравнения Р(х) =0. Можно 
составить инволюционное соотношение: 


хх" М х”)-- М=0, (7) 


удовлетворяющееся при х’==а, х’==Ь и при х=е, м’=4. Для 
определения отношений между коэфициентами 2, М, № мы имеем два 


соотношения: 
Гав ма М=0, 
са Мета) + М=о, 
И Мы ВИДИМ, ЧТО МОЖНО ВЗЯТЬ 
=афр-с—а, М=еа— абв, М=аё(е- а) — са(а-- 5). 


Обозначим через а и 8 двойные точки предыдущей инволюции, т. е. 


корни уравнения 
Ги? |+ 2Ми-- М=0. 
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Условие действительности этих корней, именно, 


(са — а6)? — (ат о—с— а) [аа (се а) —са(а-- 6) >0, 
после простых преобразований может быть представлено в виде: 
(@— с) (а— а) (6— с) (8—а)>0. (8} 


Всегда можно распределить корни а, 6, с, 4 так, чтобы это усло- 
вие было удовлетворено. Если все четыре корня действительны, то 
достаточно взять за а и 6 два больших корня; тогда все четыре мно- 
жителя неравенства (8) будут положительными. Всли уравнение Р (х) =0 
имеет только два действительных корня, то за а и 6 мы возьмем эти 
два действительных корня, аза с и @— два мнимых сопряженных; 
тогда множители а—с, а иб—с, 6—4 будут мнимыми сопря- 
женными. Наконец, если все четыре корня мнимые, то мы возьмем 
за а и 6 два мнимых сопряженных корня, а за си @& два других мни- 
мых сопряженных; четыре множителя неравенства (8) будут опять 
попарно сопряженными. Соответствующие значения коэфициентов 2, М, 
М будут во всех случаях действительными. 

Вводя количества а, В, мы можем представить соотношение (7} 
в виде: 


ав (9) 


х! х 
Полагая х— “ или Хх — Ву —@ получим: 
х— = У, —- У 1 ’ у ы 
(х)—= 2:6) 
(у—1)*° 


где Р, (у) есть новый многочлен четвертой степени с действительными 
коэфициентами, корнями которого служат 
аа 6-—а са 4-а 
а— 8, 6— В’ св’ ав. 
На основании формулы (9) эти корни удовлетворяют попарно соотно- 
шению у-Ру’ = 0; следовательно, многочлен Р. (у) содержит только 
четные степени у. 
Если корни а, 6, с, @ удовлетворяют соотношению а - р =е а, 
то мы имеем [—0, и одна из двойных точек инволюции удаляется 
М . 
в бесконечность. Полагая а—=—5 м, мы представим уравнение (7} 


в виде: „ 
жал —а=о0, 


и нужно только положить х =а- у, чтобы получить многочлен с чет- 
ными степенями у. 

Таким образом мы можем во всех случаях предполагать, что. 
многочлен Р(х) приведен к каноническому виду: 


Р (к) = Аа Ах А. 
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Тогда всякий эллиптический интеграл может быть приведен к алгебраи- 
ческой части, к иитегралу от рациональной функции, к интегралам 
ах хах х?ах 
ИА АА, ) Ида -А, И Ах АРА, 


и к интегралам вида: 


ах 
аужаЕ Ах РА, 
Интеграл 
х 


—_ ах 
. У Ах*-- А, А, 


есть эллиптический интеграл первого вида; рассматривая в нем, об- 
ратно, х как функцию от и, мы получим эллиптическую функцию. 
Второй интеграл подстановкою х?==и приводится к элементарному 
интегралу. Третий интеграл 


хах 
уераяря 
есть лежандров интеграл второго вида. Наконец, мы можем написать: 
ах __ хах ах , 
ЕеУРЫ- ИЕЕНУРЫ =* РО 


интеграл 


ах 
| (--ПУАм АА, 


есть лежандров интеграл третьего вида, 

Эллиптические интегралы получили свое название оттого, что 
< ними впервые встретились в задаче о спрямлении эллипса. Пусть 
будут 

хХ=а 505$, у=езтф 


координаты точки эллипса; мы имеем: 
45? — 4х? —|- ау? == (а? 5? ф-|- 62 с052 ф) 492, 
или, полагая а? — 62 — е?а?: 
—а И1— 22 с03ф 4$. 


Интеграл, представляющий длину дуги эллипса, обращается после 
подстановки с0$ ф — в | 


ауте | 1— 28 
= ааа; 
И! в УИ— 2) — ев) 
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мы ‘видим, что Длина Дуги эллипса выражается суммою интегралов 
исрвого и второго видов. 
Рассмотрим еще лемнискату, представляемую уравнениями 


ава) ав. 
на4 ира 
выполнив вычисления, получим: 
45? — ах? 1 ду? = 2 др, 
и а“ 


Таким образом длина дуги лемнискаты выражается эллиптическим кн- 
тегралом первого вида *. 
$ 102а. Псевдоэллиптические интегралы. В некоторых случаях интеграл 


д 


\ 25, ИВО 4х, 


где Р (х) — многочлен третьей или четвертой степени, может быть выражен при 
помощи алгебраической фупкции и суммы конечного числа логарифмов от алге - 
браических функций; такие интегралы называются исевдоэллиип. ическими. Вот 
довольно общий случай, когла это будет иметь место. Пусть будет 


Пк" + М (м м) + М=0 (10 


инволюционное соотношение, связывающее попарно четыре корня уравнения 
четвертой степени Р(х)=0; если рациональная функция }(х) такова, что 
позмсдественно будет: 
И) о 
”  [хЕМ у 


10) ах 


то интеграл |— 7 — псевдоэллиптический. 
УРС) 


Пусть будут а, В двойные точки инволюции; как было указано выше, соот- 
ношение (10) можно представить в виде: 


жара _ 


 — 0. 11 
х' —_ 8 + ” —_ 8 ( ) 
й х—@&а 
Сделав В интеграле подстановку 8 — у, ПОЛУЧИМ: 
(&— ау Р, (0) 
м, РМ, 
ба 


и следовательно, 
ах _(@а— ау 


ИРС) УР) 


тде Р, (у) — многочлен четвертой степени, содержащий только четные степени 
переменного у ($ 102). Что касается рациональной дроби 10. то она обратится 
в рациональную дробь ф (у), для которой $ (у) - $ (-— у) =0. В самом деле, если 
два значения х связавы соотношением (11), то соответствующие значения у’, у" 
переменного у должны удовлетворять соотношению у’ -|- у’ =0. Отсюда следует, 
что функция $'’у) будет иметь вид уф (2), где ф есть рациональная функция 
от у?. Следовательно, рассматриваемый интеграл обращается в 


$ (0) ду 
ИА, - А, уз А, 


* Это свойство прина-лежит целому классу кривых, найденных Серре (Зете!) 
Соикз 4е Сас! етенны еЁ ттвони, т. И, стр. 264. 


16 эгувея т гут 
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и достаточно положить у =2, чтобы привести его к элементарному интегралу. 
Таким образом теорема доказана, и кроме того, мы имеем вместе с тем и спо- 
с0б выполнить самое приведение. 

Изложениля теорема справедлива и в том случае, когда многочлен Р(х) бу- 
дет третьей степени; нужно только принять один из четырех корней этого мно- 
гочлена бесконечно большим. Доказательство совершенно одинаково с прелы- 
дущим. 

Если, например, уравнение Р (х) = 0 возвратное, то одним из ииволюнионных 
соотношений, перемещающих корни попарно, будет хх”==1. Следовательно. 
если рациональная функция }(х) такова, что мы имеем тождественно 


1 
269 +1 (-:) =6, 
то интеграл 


УР (<) 
х 
будет псевдоэллиптическим, и достаточно положить 


х--1 
привести его к элементарному интегралу. 
Предположим еще, что Р (х) есть многочлен третьей степени 


Р=хи-1(х—ч); 


| $ (>) ах 


—у и у= 2, чтобы 


1 
положим а = со, 6=0, с-=1, 4— „;. Существуют три инволюционных соотно- 


Е 
шения, перемещающих эти корни попарно: 
1 О И? ИИ 
А, М, 
д" › вх”), Прут 


Если рациональная фупкция } (х) удовлетворяет одному из соотношений: 


то интеграл 
- 1х) ах 


Иа И— 


— псевдоэллиптический. Из этого интеграла можно вывести и другие. Например, 
полагая х == 22, мы превратим предыдущий интеграл в 


( 2/ (22) 4= _ 
Ув а-вы’ 


Отсюда мы заключаем, что если } (2?) удовлетворяет одному из соотношений: 


1 о 
о 


ие! (вы) = Ге [вату] =0 
(Е) 0 


— №22) 


то новый интеграл будет также псевдоэллиптическим; первый из этих случаев 
был уже замечен Эйлером (Ешег) *. 


* См. литографированный курс Эрмита, 4-е изд., стр. 25—28. 
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103. Интегрирование траисцеидентиых фуикций. Интегрирование ра- 

циональных функций от 5х и созх. Известно, что 5х и с0$х выра- 
х 

жаются рационально через в и эта замена переменных позво- 


ляет привести вычисление интеграла вида 


\®(зтх, оз х) 4х 


к интегрированию рациональной функции от #. Мы имеем: 


24 . 2 1—2 
ЗП = 0х = — 


1-ЕР’ 1-е, 1-2? 


и рассматриваемый интеграл обранхается в 


9% 1—В\ 2 ` 
=— < 
уе, Еее фе 


где Ф( В) обозначает рациональную функцию. Например, 


|“ 41 ть 


х—=2асюЬ Чх= 


зшх + 


Чх | ых 
В ВР ЗО 2Ы 


ах п 
Интеграл Ех приводится к предыдущему подстановкою х == — У; 


и следовательно, 


это дает: 


и [м (1-2) | 5в[«(1+5)]. 


Предыдущий способ имеет то преимущество, что он вполне общий, 
но часто можно найти такие замены переменных, которые ведут к цели 
гораздо скорее. Так, если функция К (зах, с05х) имеет период п, то 
она равна рациональной функции от &х, Р(&х), и, приняв вх == 
за новое переменное, получим: 


4 
еек | Ом. 


Пусть, например, требуется вычислить неопределенный интеграл 


ах 
Асо$? х -- Взшх со х-- Сзшх-- О’ 
где А, В, С, О — произвольные постоянные. Функция под знаком инте- 
грала имеет период п, и, полагая & х ==, получим: 


с0$2 х == вх 60$ х == $1 Хх —= 


1 й 
те’ Те’ Ти’ 
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и рассматриваемый интеграл обращается в 


4 
ДАРСИ в` 


Вид начальной функции зависит от характера корней знаменателя. 
Предполагая последовательно три из четырех коэфициентов равными 
нулю, получим формулы: 


| 4 шх 4 ше) ах са 
—_—_ <= р ——_ ‚ — =— Хх. 
> $11 Хх с05 Хх ы $12 х > 


Если подинтегральная функция имеет вид А (Упх)созх или А (с0$х)зшх, 
то замена переменного очевидна; в первом случае должно положить 
их =Ь а в> втором со5$ х ==. 

Прежде чем прилагать общий метод, иногда бывает выгоднее упро- 
стить подинтегральную функцию соответствуюшею заменою персмен- 
ного. Рассмотрим, например, интеграл 


-5 
, 
) ас0зх-- бяпх Ес 
где а, 6, с — какие-нибудь постоянные. Определим положительное число 2 


и угол ф соотношениями: 


а=0650$9, В=рзтф, 
откуда 
а р |2) 


—_—, пр ==; 
И а* -|- Ь? у а -- 6 


следовательно, даниый интеграл можно представить в виде: 


== Из -- 6? ‚ 605 = 


ах Чу 
) 850$ (х— фе) рсову-нс” 
ге х— Ф==у. Если мы применим теперь общий метод, полагая 


вы =ь то предыдущий интеграл обратится в 
р 


24 
\ рее — 2) й. 


Вычисление легко можно довести до конца, и мы получим две раз- 
личных начальных функции в зависимости от знака выражения 


02 —- 6 == а2 -- 52 — 62. 


Интеграл 


ПР ах 
с 


Г т со$х -- пзшх- 
а сх озтх 


приводится к предыдущему. Положим для краткости, что 


и—= а с05х | быпх с, 


$ 103 1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 245 


и определим три постоянных Х, в, у таким образом, чтобы было тож- 
дественно: 


аи 
т со хР изшх — и, Ту. 
| Р = ег 


Для этого нужно решить три уравнения: 
т —=да-- ив, п=оЬ-- ца, р=)де-у, 


из которых два первых дают Х и и. При таком выборе постоянных 
рассматриваемый интеграл обращается в 


а * 
аи -ЬУ 
4х 4х —= Ах Ри ши- у Ч. 
и и ! ас хоз х-с’ 


ПримеЕР. Вычислим определенный интеграл 


| оревыг 


ТР есозх' 
0 
где |е|< 1. 
Рассматривая сначала неопределенный ‘интеграл, получим, полагая последо - 
х ИГЕе 
вательно Ш — =Ь и Ё=и и : 
2 1-е 


| ах =? | 4! __ 2 { Чи 
1 есозх 1+е-+-(1—ое |И1- 2 1° 


Следовательно, неопределенный интеграл равен: 
2 1-е, х 
—_—__ ас в в—|. 
ИГ е 14е°2 


1-е, х 
При изменении х от 0 до =, / ТЕ 2 возрастает от 0 до >, и асю 


п а ы 
изменяется от 0 до 5 ; поэтому искомый определенный интеграл равен У 
' 1 — 2 


Формулы приведения. При вычислении некоторых классов интегра- 
лов можно также пользоваться формулами приведения. Например, фэр- 
мула производной от Ш”1лх может быть представлена в виде: 


и Пе); 


отсюда имеем: 


о фри 
хак : ых 
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Здесь показатель при 4& х под знаком интеграла уменьшился на две 
единицы. Поступая таким же образом далее, мы придем к одному из 
двух интегралов: 

\Чх—х, юхах-=— в (созх). 


«/ *, 


в 
Такая же формула приведения существует и для интегралов \ сю” х 4х, 


сет х 
п—1 


чека —[еезкаь 


Рассмотрим более общий интеграл 


\ $17” х со5"х 4х, 
где т и п— два каких-нибудь целых положительных или отрицатель- 
ных числа. Если одно из этих чисел нечетное, то удобно воспользо- 
ваться одною из вышеуказанных замен переменного. Если, например, 
п—=2р-|-1, то, полагая зшх-==ё мы придем к вычислению инте- 
грала \#" (1 — 12р 4{. Поэтому ограничимся тем случаем, когда тип 


В 


оба четные, т. е. интегралами вида: 


— 12" 2п 
ии х с05""х 4х. 


Этот интеграл можно представить в виде: 


Ти. == апп?” 1 х 0327 хзш х ах; 
—1 


рассматривая с052” хзшх 4х как диференциал от 51 с05*"+Т хи ин- 
= 


- 


тегрируя по частям, получим: 


с037741х  2т—1 
= 2-1 | 1027" -2 27 | — $11? х, 
Ти, п м Г-Н 5 ты х с0527 х (1 — $12 х) а 
или 
2-1 х 0527 1х 2т — 1 
1, п — т-1, п (А) 
; 2(т-- п) 2(т-Нп) ; 


Эта формула позволяет уменьшить первый показатель т, не уменьшая 
второго. Если т отрицательно, то, решая уравнение (А) относительно 
и заменяя т через | — т, получим аналогичную Формулу: 


т-Тя 
1-2 х с0527+1х  2(п—т-г1) 
— И ыы . В 
Г, 1—2т к 1 — 2% 1-т, п (В) 


Такие же формулы мы имеем и для понижения показателя при с0$х. 


ИИ $12" +1 х 0527 -1х 2п—1 / (©) 
тп 2 (т + п) 2 (ти) т "т 


$1027 +1 Хх с051-мх  2(т РТ — п) 


о ор и. (0 
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Применяя эти формулы должное число раз, мы можем привести каж- 
дое из чисел ти п к нулю. Мы не могли бы довести преобразование 
до конца по этим формулам только в том случае, если бы мы пришли 
к интегралу /„ и. в котором т-- п=0, т.е. к одному из интегралов, 
для которых формула приведения была выведена в начале этого па- 
раграфа. 

Формула Уэллиса. Для приведения интегралов, подобных предыдущим, су- 


ществуют также формулы и независящие от того, будут ли т и п четными или 
нечетными. 


Вычислим, например, определенный интеграл 


2 


т = | шт хах, 
=: 


0 


где т — целое положительное число. Интегрируя по частям, получим: 


мя 


. т. 


эп -1х п х ах = — [с0$ хз" - м + (т— № ] 17-2 созх ах; 


0 


НЫ 


так как на обоих пределах с0$ х зш”"-1х обращается в нуль, то 


т. 


2 


т = (т — 1) | зн -ах (1 — зи х) ах = (т — 1) ((и-2— Гл). 


Отсюда имеем рекуррентпую формулу: 


_т-1 


т 9. (Е) 
Продолжая таким образом, мы придем при т четном к интегралу /:= 5) а при т 
нечетном к интегралу /, = 1. Рассмотрим первый случай, т -==2р; полагая в фор- 
муле (Е) последовательно т =2, 4, 6, ..., 2р, получим: 
} 3 2—1 
= 1, &=аА, ..., Бр= ор р-я; 


умножая почленно все эти равенства, найдем: 

= 1.3.5... (2—1) * 
2р` 2.4.6...2р 2’ 
Точио так же будем иметь: 


2.4.6...2р 
13:5... (РЕП 


Отсюда можно вывести любопытную формулу, данную Уэллисом (\/аШ$). Ясно, 
что интеграл /„, уменьшается с возрастанием т, так как 3112 +1 х меныше, чем зи д; 
поэтому мы имеем: 


ра = 


Порча < Ьр < Бр. 


Заменяя 0-1, бр, Бр-: Их предыдущими значениями и полагая для краткости 
2244 2р—2 2р 


Пт. 335 р р 1, 
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получим два новых перавенства: 
Н р >5 >Н р 
РЭР | 


т, 


Таким образом при неограниченном возрастании р отношение > имеет пре- 


о 


т 
делом единицу, т. е, число 5 есть предел произведения Но при неограниченном 


возрастании числа множителей. Закон составления множителей этого произве- 
дения очевиден. 


Интегралы \ сз (ах -- 5) соз (ах &')...4х. Рассмотрим произведе- 


ние некоторого числа множителей вида с0$ ах ь, гдеаи 6 — постоян- 
ные, причем один и тот же множитель может входит в произведение 
несколько раз. Формула 


совисово — 503 ре 9) | с0$ и — <) 


позволяет заменить произведение двух множителей этого вида суммою 
двух косинусов линейных функций от х; следовательно, произведение 
из п множителей заменится суммою двух произведений из (и —1) мно- 
жителей. Ирименяя эту формулу достаточное число раз, мы заменим 
данное произведение суммою вида УНсоз (Ах -- В), каждый член ко- 
торой интегрируется непосредственно. Если А не равно нулю, то 


т (А В 
| (Ах-|-В)а И С; 


если же А=0, то \ созВ 4х == хсо5 В -- С. 
В частности, это преобразование применимо к произведениям вида 


с05' хз” х, 


тде 71 и п-—_два целых положительных числа. В самом деле, это ‘про- 
изведение можно представить в виде: 


п 
с0$7 х с05" (5—}: 


применяя предыдущий прием, мы заменим последнее произведение 
суммою синусов и косинусов кратных дуг, и интегрирование выполнится 
непосредственно. 

Пусть, например, требуется вычислить площадь кривой 


Положим х=ас0388, у=ь 51030; мы получим всю кривую, изменяя ® 
от 0 до 21. 
Формула для площади замкнутой кривой 


= 4 


с 
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обр.ицается в этом случае в 
2; 


`Зоб 
9{ — бое 31.2 9 соъ? 9 40; 


но 


{1 } 
($108 со50)`— $112 28 — 5 (1 — со5 40), 


и следовательно, искомая площадь % равна: 
Заб [о $1п 46 |= Зпаёб 
6 


— 6 4 8 


В частности, мы имеем следующие интегралы: 


— 12. 
фмлхах с0$2х м — х мах |- С, 
2 4 
из хах — ыы 3% 1 360% | со$ 3х |: С, 
. 4 12 
( ао 2х -|- соз 4х 3х  5т2х , зт4х 
4 — — | | 
Де хах = \ Ях= 8 и С, 
т соз2х. хо 5т2х 
лия [Ее ! Ч РС 
р > . . 
8 с05х ИИ с0$ Зх З5тх , зт8х 
Дееках = \ д Ях=— д |- о - С, 
3-4 с05 9х -- соз 4х 3х, зп2х | зт4х 
коих = | и 5 и Чх— $ - а |- 89 --С 


Относительно этих формул можно отметить один общий закон. 


Интегралы 
х 


х 
В (х) =\зп"хах и Ф(х) = \соз" хах 
В . 
0 У 
при я нечетном — периодические и имеют период 2п; если же и — чет- 
ное, то при возрастании х на 2п эти интегралы увеличиваются на по- 
стоянное положительное количество. Это свойство можно было предвидеть 
заранее; в самом. деле, мы имеем: 
2= 2х 
хх 21) = | зихах -- \ за х 4х, 
. 
в, ы 
или, вследствие периодичности зтх: 
2х х, 2х 
(х-- 2п) = \ т” хах ити хах —=Е(х) -- зиих 4х. 
й 0" 0. | 
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2% 


Если п — четное, то интеграл \ эт” хах есть, очевидно, положи- 
5 
тельное количество; если же п нечетное, то этот интеграл равен 


нулю, как это следует из соотношения зщ (х -- п) =-—зшх. 


Примечание. Вследствие большого разнообразия преобразований, допу- 
скаемых тригонометрическими функциями, последними часто бывает удобно поль- 


зоваться при вычислении интегралов. Так, возвратимся к питер | 


3 ио- 
(23) 2 
лагая в нем х — @ф, мы обратим его в ( созеаф зн + С и, возвращаясь к пе- 
ременному х, придем к найденной ранее” (5 97) формуле: 


ах х 
= ЕС. 
3 ъ 
ие ИТ 


Интегралы (ю(х) 4х. Рассмотрим теперь интегралы вида: 


“ 


\ А (х)е*ах, 
где А (х) —— рациональная функция от х. Предположим, что мы раз- 
ложили функцию А (х}, как мы это уже неоднократно делали: 


АА А 
— Я ПО ОРВИ | —Р 
К (х) = Е (х) | Хх | 2! ... ХР? 
1 2 Р 
где Е(х) А, А.,..., Ар, ХА, .., ‚ Х„—- многочлены, и каждый 
многочлен Х, — первый со своею производною. Данный интеграл будет 
равен интегралу \.Е (х) е°*ах, сложенному с суммою интегралов вида: 
Ае’хах 
Хп ° 
Первый интеграл можно вычислить последовательными интегриро- 


Ае“х@х 
Хп 
большем единицы к ним можно применить формулу приведения. В са- 
мом деле, так как многочлен Х-—- первый со своею производною, то 
можно найти два таких многочлена ), ц, чтобы было тождественно 

А—АХ-РиХ'; отсюда мы получим: 


| Ае“хах _ \ вех | \ и е%х 


ваниями по частям ($ 84); что же касается ннтегралов \ ‚ то при пн 


-— Зиг 5 ах. 


«/ 


Затем интегрирование по частям дает: 


„д "Ах т Це о) 
| 5 иж ит) Хер 
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и, соединяя обе формулы, мы видим, что вычисление рассматриваемого 
интеграла приведено к вычислению интеграла того же вида, но в ко- 
тором показатель п уменьшен на единицу. Поступая, далее, таким же 
образом, мы придем к интегралу: 


°Вехх 


х ах, 


= 


в котором всегда можно предположить, что многочлен В — первый с мно- 
гочленом Х и что степень многочлена В ниже степени многочлена Х. 
К полученному интегралу этот способ приведения более не применим; 
но если корни уравнения Х==О известны, то этот интеграл можно при- 
вести только к одной новой трансцендентной функции. Предположим 
для определенности, что все корни многочлена Х’ действительны; в этом 
случае интеграл разлагается на несколько интегралов вида: 


аеФх 
\ ах 
х—а 


‘Отбрасывая постоянный множитель, мы можем привести этот интеграл 
посредством подстановок 


У 
ха, ие 


к одному из двух следующих видов: 


е?4у аи 
у ’ ши’ 


аи 
ши представляет новую трансцендентную функ- 


цию, называемую интегральным логарифмом. 
Разные интегралы. Рассмотрим еще интегралы 


Последний интеграл ) 


с 


\е“ху(5т ох, с05 х) ах, 


где /—целая функция от зшх и с0$зх. Каждый член этого интеграла 
имеет вид: 

еме вши" х оз" хх, 
где т и п — целые положительные числа. На основании сделанных выше 
замечаний произведение 511” хс05" х может быть заменено суммой си- 
нусов и косинусов кратных дуг, и, таким образом, нам нужно рас- 
смотреть только два следующих типа интегралов: 


\ е1хс0$ вх ах, \ еах зш бх ах. 
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Интегрируя эти интегралы по частям, получим: 


сах т бх а | 
чес рхах В еах {п бх ах, 
. еах с0$ вх а 
ея зтбх ах == | е4х созфх 4х. 
0 [и 
Отсюда имеем: 
ах! о Ср. ; 
сажозьх ах —* (асозбх -- Бзшёх) 
а?—|- 62 р) 
- . (12} 
ей*(азшьх — 60$ 6х) 
ах] —щ 
еахш ох ах ры . 


Из интегралов, приводимых к предыдущим, мы укажем еще на сле- 
дующие: 


ло х) х"ах, | ел т х) ах, 


Ро 


\/ (х)агс $ хах, о асе х ах, 


где / обозначает целую рациональную функцию. Если в двух первых 
примем за новос переменное шх и асзшх, а в двух последних при- 
меним формулу интегрирования по частям, рассматривая /(х)4х как 
диференциал от некоторого многочлена Е(х), то придем к уже рас- 
смотренным видам интегралов. 
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104. Общие основания. Если начальная функция от функции Х(х} 
неизвестна, то прибегают к методам, дающим приближенное значение 
определенного интеграла 


и 
\ 769) ах. 


Теорема о среднем значении дает две границы, между которыми 
заключается этот интеграл; аналогичным приемом можно найти бес- 
численное множество других границ. Предположим, что при изменении 
х оталдо В мы всегда имеем: 


$ (х) < Л(х) < ®(х); 


очевидно, что мы будем иметь также, 
[1 


[4 Г 
\ 9 (5) ах < \ (фах < \$(х ах. 


а а а 
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Если за функции $ (х) и ф(х) мы примем производные от двух из- 
вестных функций, то этим способом мы получим два предела, межлу 
которыми заключается значение рассматриваемого интеграла. Возьмем, 
например, интеграл 


Мы имеем Ут — х* = ут —№и1 —- х?. При изменении х от 0 до 1, 
| содержится между 1 и ИУ; следовательно, искомый интеграл 
заключается межлу двумя интегралами: 


и ах т) ах 
ИГ Узи. 


т п : 
т. е. между и ——. Но можно найти два более тесных прелела, 
2 2и2 
1 х? 
заметив, что (1-х?) 2? больше 1—5, как это видно из разложе- 


52| = 


ния (1-Г и} по формуле Тейлора, ограниченной двумя первыми 
членами. Таким образом интеграл / будет больше 
и 1 1 
Й ах | \ хз ах 
л.— = —_ 
И 1—7 Им 


п 
последний интеграл равен 7 (см. $ 97), и следовательно, Г заклю- 


_ п п 
чается между би о 
Ясно, что таким образом получаются только общие указания отно- 
сительно точного значения интеграла. Чтобы иметь более близкие зна- 
чения, должно разбить промежуток (а, 6) на более мелкие промежутки 
и приложить к каждому из них формулу среднего значения. Предполо- 
жим, например, что 7(х) от а до 6 постоянно возрастает. Разобьем 
промежуток (@, 6) на п равных промежутков (6-—а-= ий). По самому 
в 
определению интеграла, \ 7(х) 4х заключается между двумя суммами: 


= { (а) Рей)... -а--®—0Ж}, 
5 {а-- + Ла... + Да-а}. 


Если мы возьмем для значения интеграла полусумму то лопущеп- 


[9 3 
р — а 


я 


[7(5) —/(@)1. 


ная погрешность будет, очевидно, меньше, чем $ — $ == 
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$-$ 
2 


Значение - 


можно представить в виде: 


в оклечю ,лакиле-ьзю 


Ла п—1)й] лени] 
. 5 . 


Так как 5. { (ант) + а-а--И*} представляет площаль тра- 


пеции, имеющей высоту Й, а основания /(а-- 1) и [а (1--1)#], 
то мы видим. что метод равносилен замене площади кривой у ==/(х), 
заключающейся между двумя соседними ординатами, площадью прямо- 
линейной трапеции, имеющей основаниями эти две ординаты. Этот 
способ удобен, когда не требуется отиной точности. 


Возьмем, например, интеграл \ —@ 


. Полагая п==4, мы получим 
я 


для приближенного значения интеграла: 


1/1 6, 4116,1 
— — | — 
г(ти+У Нах) 0,78279 ... 


и погрешность будет меньше /„==0,0625. Отсюда мы можем получить 


16 
приближенное значение п==3,1311..., точное до первого десятичного 
знака. 

Если при возрастании х от а до 6 функция Ё(х) не изменяется 
в одном и том же нанравлении, то мы разобьем этот промежуток на 
несколько других, для которых это условие удовлетворяется. 

105. Интерполирование. Рассмотрим другой метод вычисления ин- 
теграла их ах. Проведем через п--1 точек Ву, В\, .. В„, взятых 

а 

на кривой у==У(х) между двумя точками с абсциссами а и 6, пара- 
болическую кривую я-го порядка 


п’ 


— —— | | п 
У==$(х) = -ах--... ах 
и примем за приб”иженное значение искомого интеграла значение 


определенного интеграла ‘о (х) ах, которое легко вычислить. 


*/ 


а 


Пусть будут о Уо), (Х1› 51), .-.› (х„.У,) координаты п-Р 1 то- 


чек Ву, В.,...,В,„- По формуле интерполирования Лагранжа получим 
для многочлена Ф(х) выражение: 
Фе) = хору... РУХ... НХ, 


где коэфициент Х, при у,: 


х— (х— ^^)... (Х— Хх, 1) (хх, (хЬ—х,) 
м фа) (ха)... (их, 
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есть многочлен п-й стелени по х, обращающийся в нуль при данных 
значениях хо, х,,...,Х„, кроме х==х, и равный единице при х=х,. 
Таким образом мы имеем: 


[4 1=п 
о ах У 
а {=0 


> 5" 


мах. 


8 — 


Числа х, имеют вид: 
Х==а-- 0 (6 — а), х, =@а-- 9. (6 —а),...,.х„==а--0, (8 — а), 
где %,0,,...,0, суть числа, возрастающие от 0 до 1. Сделав замену 


переменного х=а-- ($ — а), мы получим для приближенного значе- 
ния интеграла выражение: 


(6 — а) (Ко Ку. |... Е Ки), (13) 


где 
1 


к—( (— 8... (0) б,,з)... (#6, 
в, 6)... бб)... 9) 


Е. 


Если при всяком виде функции /(х) мы будем разбивать промежу- 
ток (2,6) на более мелкие промежутки, находящнеся всегда в одном 
и том же отношении, то числа 8, 81,..., 0, а следовательно, и коэфи- 
циенты А, не будут зависеть от вида функции /(х). После того как 
коэфициенты А, будут вычислены раз навсегда, нам останется только 
заменять У, У:,...› М, В формуле (13) их значениями. 

Если кривая у==У(х), площадь которой требуется определить, дана 
графически, то всего удобнее разбивать промежуток (а, 6) на равные 
части, и тогда нужно будет только измерить на этой кривой равно- 
отстоящие ординаты. Если мы разбиваем на две части, то должно 


положить 8, —0, —=-, 8, —=1; это дает для приближенного значе- 


ния интеграла; 


р —а 
в (9-4 У). 


Подобным же образом при н=8 имеем: 


р—а 
[= 8 (у Зу: -- Зуь -- 3), 


и при п=4;: 
_в—а | | | | 
[= 90 (Ту 32, -- 12у, + 32: - Ту,). 


Предыдущий метод принадлежит Котсу (Со$). Метод Симпсона 
(Зиптрзоп) несколько иной. Предположим, что промежуток (а, 8} разбит 
на 2п равных частей; пусть будут Ух, 1, У,...,У,„ соответствующие 
ординаты в точках деления. Прилагая первую формулу Котса к пло- 
щцади, заключающейся между двумя ординатами с последовательными 
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четными указателями, каковы Ус и У2, У и У. ит. д., мы имеем для 
искомой площади выражение: 


| . 
49а) 
слелав приведения, получим формулу Симпсона: 


р —а 


—` би [Уо-НУь„-Е 2 (у, у. - ..*“ Ру) 


106. Метод Гаусса. В методе Гаусса (Саиз$) для количеств 8, берутся 
другие значения; они получаются из следующих соображений. 

Допустим, что можно найти такие многочлены все более и более 
высоких степеней, которые в промежутке (а, 6) все менее и менее 
различались бы от функции (Хх), которую требуется интегрировать. 
Положим, например, 


Л) = ах ам... аи 1" 1 -|- В, (х), 


причем при всех значениях. х, заключающихся между аи 6, остаток 
К.„(х) меньше некоторого определенного числа з„ *. Вообще мы не знаем 
коэфициентов а, но, как увидим ниже, эти коэфициенты не войдут 


в вычисления. Пусть будут Хх, х,,...,х,_1 Значения переменного х, 
заключающиеся между а и 6, и пусть будет $ (х) многочлен (п— 1)-й 
степени, принимающий при значениях №, №, х,,...,Х,_у те же зна- 


чения, как и функция У(х). Формула интерполирования Лагранжа показы- 
вает, что этот многочлен можно представить в виде: 


й 


2—1 


Ч (х) — У т т (х) т ^» (хо) № (х) Е .`. -- К. (= 1) 21 (х), 
т=0 


ле ии Ф, — многочлены не выше (я — 1)-й степени, Очевидно, что 


многочлен %„ зависит только от выбранных значений ху, Хх, .., Хх, 1. 
С другой стороны, многочлен Ф„(х) должен принимать при х==лу, 
ХХ, ..., Х==Х,_1 Те же значения, как и х”. В самом деле, пред- 


положим, что все коэфициенты а, кроме а„, равны нулю, равно как 
и многочлен АЮ.„(х); тогда /(х) обратится в а„х”, и Ф(х) ва ф, (х). 
Отсюла следует, что разность х”—9„(х) должна делиться на про- 
изведепие 

В (х) = (х — хо) (хх)... (хх, 1), 


и при ти мы должны иметь х”*— ф,„ (х) = Р,9„_„(х), где 9„_„(х) 
есть многочлен (т — п)-й степени; если же т=и—1, то должно’ 


* На основании теоремы Вейерштрасса, это есть общее свойство функций, 
чепрерывных в промежутке (а, 5) (см. гл. [Х, $5 197). 
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быть д" — 9 (х) =0. Поэтому погрешность от замены интеграла 


\/(х) 4х интегралом \+6%) Ах будет равна: 


Га . а 
21—21 6 ь 
. с 
Ура" и а {Вида — 
т=о а & 
п-1 Г. 
— Ук, (5) |4 ах. (14) 
1=0 а 
Члены, зависящие от коэфициентов а, @.,...,@,_1, тождественно равны 
нулю, и мы видим, что погрешность зависит исключительно от коэфи- 
циентов а„, @,.1,...,@„_1 И от остатка А.„(х). Вообще этот оста- 
ток А, очень мал сравнительно с коэфициентами Я,» @ 1...) @5и_1; 


поэтому можно надеяться получить большую точность, если можно 
будет взять х,, х1,..., ^„_1 таким образом, чтобы члены, зависящие 


ОТ @и, @и т, ++. › Чи _т› были также равны нулю. Для этого необходимо 
и достаточно, чтобы п интегралов 


Ь Ь в 
\ Р.бьах, \ Р.О, ах,..., \Р,9, зах, 
и а Я 


где ©, — многочлен {-Йй степени, были равны нулю. Выше мы видели 
($ 86), что этим условиям мы можем удовлетворить, . взяв 


ап 

— Г п |. | 
Ри — ах 6); (15) 
таким образом нужно только за х,х,. .,х,_: взять п корней 
уравнения Р,—=0, которые, действительно, все заключаются между а и. 
Если а=— 1, 6—1, то Ж,х.,...,х,_: будут корнями много- 
члена Лежандра Х,==0; все остальные случаи могут быть приведены 

та, 6—а ед: 
к этому случаю подстановкою дев # В „Танё де Сающ 


11480та1“ Бертрана (стр. 342) даны значения этих корней, а также и коэфи- 
киенты К, формулы (13), до п=5 с Ти 8 десятичными. знаками. 
Погрешность в методе Гаусса равна: 


ый 

2 
р 

— 


ь 
\ А (д ах— У. В. (х) | 4х) ах, (16) 


причем функции 4,(х) не зависят от функции, интеграл которой 
ищется. Чтобы иметь предел погрешности, достаточно знать предел 
К.„(х), т. е. знать, с каким приближением в промежутке (а, 6) функ: 
ция /(х) может быть представлена многочленом (2п —1)-Йй степени, 
причем нет надобности знать самый мноточлен. 

Чтобы ‘найти числовое значение определенного интеграла, ‘можно 
также разложить функцию Х(х} в ряд и затем интегрировать’ этот" ряд 
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почленно. Впоследствии (гл. УШ) мы увидим, при каких условиях этот 
прием допустим и какое приближение он дает. 


106а. Планиметр Амслера. Существует много приборов, придуманных для 
измерения площадей плоских кривых *. Наиболее остроумный из них — это 
планиметр Амслера (Атз!ег); его теория представляет интересное приложение 
свойств криволинейных интегралов. 

Рассмотрим прямолинейный стержень, могуший двигаться в некоторой 
плоскости; пусть будут 1, %. площади замкнутых кривых, описываемые двумя 
точками А;, Аз этого стержня, когда, совершив замкнутый путь, он приходит 
в свое начальное положение. Пусть будут (х,, у), (хо, Уз) прямоугольные коор- 
динаты точек А,, Ао, { — расстояние между этими двумя точками, и @ — угол, 
образуемый направлением 4,43 с осью Ох. Чтобы представить движение стержня, 
нужно предположить, что х;, У, @ суть периодические функции некоторого не- 
зависимого переменного Ё принимающие прежние значения, когда # изменяется 
на Г. Мы имеем хо —= х, + 1с0$6, уз = у, + [т 8, и следовательно, 


ху — м ах. == м, у; — у; 4х, - №40 
+ (со 6 ду; — зп бах, -- х, со$ 6 40 - у, $1 8 40), 


Обозначая через У, 3 плошади кривых, онисанных точками А;, А», и соблюдая 
при вычислении этих площадей указанные выше ($ 93) условия, имеем: 


1 1 
[м ау —у:ах, = р | она 


следовательно, интегрируя обе части предыдущего равенства, получим: 
‚ { * « 
$. =, +8 40 | —5 | | (с0$ @ у, — зш вах.) | | (21 с0$0 + у, шт 0] ‚ 


где все интегралы взяты между пределами, соответствующими пределам цик + Т 
для перемепного #. Ясно, что 40 = 2Кх, где К есть целое число, зависящее 
от того, как движется прямая. С другой стороны, интегрируя по частям, имеем: 


\х с0$0 240 — х, чт —- \ т бах, 


" - 


= $ 6 46 — — у, со$6 -- \ созб ау, 

«/ к” 
Но при возрастании от К до -& + Т, х, 910 и у, соз@ принимают прежние 
значеиия, и потому мы можем написать: 


У == ЗН + КаР-Е1 { (с0$ 6 ау; — $1 0 4х). 
в 
Пусть будет $ длина дуги кривой, описываемой точкою А; (черт. 156), отечи- 
тываемая от какой-нибудь начальной точки в определенном направлении; обо- 
значим через а угол, образуемый с Ох положительным направлением касательной 
в конце дуги; тогда 


с05 6 у, — зп ах, = ($1 ас0$0 — $11 00$ а) 45 == т У 45, 


гле У угол между положительным направлением стержня и направлением 
касательной, отсчитываемый в ту сторону, как это принято в тригонометрии. 
Предыдущую формулу можно еше представить в виде: 


3 = 9, + К=Й + Д\ яп У45. (А) 


С 


* Описание этих приборов можно найти в сочинении Абданк-Абаканович 
(АБдапк-Аракапо\!е2) , ез ииёотарНез, [а соитЬе пчёрта!е еф зе; аррИсаНопз“(1886). 
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Пусть будет А. третья точка на прямой на расстоянии Ё от А;; для площади 
кривой, описываемой точкой А;, мы таким же образом найдем: 


| У ЗН КЕ (ча Иа. | (в) 


. 


Исключая из обеих формул неизвестный интеграл \ зп У 45, мы получим со- 
отношение: ` 
РЗ — 195 — (Г — ОУН + Ка (1—1), 
которому можно дать вид: 
ЗЕ (23) -- 9 (31) + % (12) + Кя(12) (23) (31) == 0, С) 


где (^) обозначает расстояние между точками Ар, А, (1, #—1, 2, 3), взятое с со- 
ответствующим знаком. Как приложение эгой формулы рассмотрим прямую А, Ао 
длины а -- 9, концы которой А; и А» описывают одну и ту же замкнутую вы- 
пуклую кривую С; точка Аз, деляшая А.А. на два отрезка А, Аз = а, АА =Ь, 
также опишет замкнутую кривую С’, которая будет лежать внутри С. В этом 
случае мы имеем: 


= Эа, (12) =а- В, (23)=-— В, (31) =— а, КЦ, 
н, разделив формулу (40) па а -- Ь, получим: 
У4 — 96 —= паб. 


З{, —У[3 представляет площадь, заключающуюся между двумя кривыми С, С', 
и мы видим, что эта площадь не зависит от формы кривой С. Эта теорема при- 
надлежит Гольдичу (Но!Айсв). 

” 


Вместо того чтобы исключать из формул (А) и (В) \ зп У 45$, исключим из 


них количество 9; мы получим: ., 
За = 6 + К — В + 1 \ т У 45, (0) 


Планиметр Амслера представляет приложение этой последней формулы. Пусть 
будет А:4А5А; твердый стержень, сочлененный в Аз с другим стержнем ОА». 
Если, оставляя неподвижною точку О, мы будем описывать концом „Аз, снабжен- 
ным штифтом, контур Сз искомой площади, то точка Аз в зависимости от харак- 
тера перемещения точки Аз опишет или дугу круга, или целую окружность, 


Черт. 15с. 


Количества 3», К, [, Г всегда известны, и, чтобы найти искомую площадь, остается 
найти интеграл \ зт У 45. Этот интеграл взят вдоль кривой Су, описанной кои- 
цом стержия А. На этом конше помещен круглый цилиндр с делениями, ось 
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которого совпадает с осью стержня /:А;, и который может вращаться вокруг 
этой оси. 
Рассмотрим бесконечно малое перемещение стержня, переводящее А; 45 Аз 


г : О + 
в положение А, А, А.. Пусть будет ©) точка пересечения прямых А, Аз и А) Аз; 
‚ ‚ 
опишем из точки ©, как из центра, дугу круга Ала и опустим из точки А, на 


р 
А! Аз перпендикуляр А.Р. Мы можем предположить, что при переходе из пер- 


вого положения во второе стержень сначала скользит вдоль самого себя так, что 
точка А, приходит в а. При этом движении цилиндр скользит в плоскости вдоль 
образующей, и его вращение равно нулю. Если затем мы повернем стержень ° 


вокруг © так, чтобы точка а перешла в Аъ то вращение цилиндра будет изме- 
р т 
‚ а А; А, Р р 

ряться дугою аА,. Но отношения —— и —— —_ при приближении дуги А.А, 
` АР асАА, 

к нулю. стремятся соответственно к 1 и к п И, Поэтому мы можем написать 

' 

аА} ==4А$ (зщ У-| =), где в бесконечно мало вместе с 45. Таким образом все вра- 
щение цилиндра пропорционально пределу суммы ХА5 (т У - =), т. е. пропор- 
ционально интегралу \ мт У 45. Поэтому нужно только измерить это вращение 


и мы получим искомую площадь. 


107. Интегрирование рядов, Пусть будет 1, /.,...,/, носледователь- 
ность непрерывных фуикций, равномерно стремящаяся к /(х) в интер- 
‘вале (а, 8). Мы имеем ($ 29) 


Л(х) =, (х) 8, (>), (17) 
где абсолютная величина 6,(х) остается меныше произвольно выбран- 
ного положительного числа & во всем интервале (а, 5), если только 
‘индекс п превосходит или, по меньшей мере, равен целому числу М, 
значение которого зависит от числа в. Из формулы (17) мы находим: 


в 2. р 
\ (ок) аж == |, (х) 4х | \ 8, (х) ах. (18) 


ь 
Но интеграл (2, (х) 4х по абсолютной величине меньше |6 —а|, если 
в 


ее 
только п — М. Следовательно, этот интеграл стремится к нулю, когда и 
неограниченно возрастает, и мы имеем: 
в | ь 
. С 
у (х) 4х — Ши \ Х, (х) ах, 
а а 
ИЛИ 
ь 5 
( Ни /.(х)| ах==шит | \ Х,(х)ах| ; (19) 
а п=о< п=< а 


таким образом мы можем переместить знак интеграла и знак Шт *. 


* С большей общностью, если интегрируемые функции Л, (х), ограниченные 
в своей совокупности, т. е. для любого х и п, имеют интегрируемый предел } (х), 
то интеграл от /„(х) имеет пределом интеграл от /(х) (Герезрие, Ёесоп$ зиг 
ТА етаНоп, ес., стр. 114). Частный случай этой теоремы, когда фи {, непре- 
рывны, был. уже доказан ранее 'Осгудом `(Озвоо4) („Атейсап ЛоигпаГо} Ма- 
{петайсв", 1897). 
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Если функция Д, (х) неравномерно стремится к 1(х), то равенство (19) 
не всегда справедливо. Возьмем, например, 


1, (х) == пхе-"х?, а—0, 6=1. 


Мы имеем здесь /(х) = Шт [пхе-"=?] — 0; левая часть формулы (19) 
п=со 


равна нулю, между тем, как правая имеет значение 


1 
. -пха 1 __р-я 
Ит [по — т (-* 5 ) = ы )=> 


п=со 0 


Применим предшествующую теорему к сумме ряда с непрерывными 
членами, равномерно сходящегося в интервале (а, 5): 


Л) = мо (х) Е... и, (х) ии, (®-,..; (20) 
мы имеем: 
Л(х) = 5, (х)-- К, (х), 


где 5,(х) есть сумма и--1 первых членов, а Ю,(х) — сумма ряда, 
начиная с #,.1. Утверждение, что ряд равномерно сходится в интер- 
вале (а, 6), эквивалентно утверждению, что 5,(х) равномерно стремится 
к /(х) в этом интервале, Так как $, есть также непрерывная функция, 
то мы, следовательно, имеем: 


*. 
а + 


5 ь 8 
\1(х) 4х ==1ит | бдае +... \ в.д (21) 
ы п=о® [3 р 


равенство, выражающее, что ряд, общий член которого есть 
ь 


сходится и нмеет суммой \ 1 (х) 4х. Этот результат выражают кратко, 


С 


и„ах, 


ве 


а 
говоря, что равномерно сходящийся ряд с непрерывными членами 
можно интегрировать почленно. 
Точно так же ряд можно диференцировать почленно, если только 
ряд из производных сходится равномерно. 
Пусть 


1х) — и (х) {ша (хи ()--... 


ряд, сходящнйся в интервале (а, 6}; допустим, что ряд, составленный 
из производных, равномерно сходится в том же интервале, и обозна- 
чим через ф(х) сумму этого нового ряда: 


Интегрируя почленно между пределами ху и х, заключенными 
между а и 2, находим: 


х 


\ 9 ах [шо (9) — шо (Жо) (9) — в (|... 


Жо 
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г. е. 
\оорах= 19 — Ио), (22) 


соотношение, показывающее, что © (х) есть производная функции }(х). 


аи 
В этом доказательстве предполагается, что. производные т суть 
х 
функции непрерывные, — предположение, бесполезное при первом дока- 
зательстве * ($ 30). 


ех 
Примеры. 1. Интеграл > Ях не может быть выражен посредством ко- 


нечного числа элементарных функций. Представим его в следующем виде: 


ех —= [4 ех —1 —_ ех — 1 
Е дк=шх+ [ > 4х. 


х 


Для последнего интеграла можно найти разложение, применимое при всяком 
значении переменного х. В самом деле, мы имеем: 


ех — | 


х х® ХП-Ё 
я раз РР а Г" 


Как бы велико ни было А, нослелний ряд — равномерно сходящийся в про- 


межутке от— А до -- А, так как абсолютные значения его членов меньше соот- 
ветствующих членов сходящегося ряда 


и 
ее... 


2... п 


* Тебрему ‘5 96, отпосящуюся к диференцированию под знаком интеграла, 
можно также вывести из формулы (51) того же параграфа. Предположим, что 


функции Л (х, а) и 1.(х, а) непрерывны при ха, &=а=5 а), что оба интеграле 


со -- оо 
\/(е, дах и Ф(1)= | Л дах 


и 
а 


| - 


Р (в) 


имеют смысл и, наконец, что последний равномерно. сходится в интервале (а4, а, 
Если а заключено между а0 и а, 10 мы имеем, на основании формулы (51), 


к о Е: 
аш (сх, цах-= ах \ (сх, иуащ 
« а 2 № 


это соотношение может быть нанисано еще следующим образом: 


а - ©‘ + со 
\Ф(д4и = \ Ле, 9) 4х — \ у (х, ав) ах = Е(з) — Ед, 


откуда мы ВЫВОДИМ равенство: 
Е' (а) =Ф (а). 
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Отсюда следует, что ряд, полученный интегрированием: 


1 хп 
п 1.4... п 


1 з 
РТ + о... + +... 


— сходящийся при всяком х и представляет функцию, производная которой 


авна ^^ — 1 
р  ° 


2. Периметр эллипса, большая ось которого равна За, а эксцентриситет е, ра- 
вен определенному интегралу ($ 102: 


ы 
2 

$—=4а \ И! — е2 зи ф 4$. 
6 


Так как произведение 2?зш?ф заключается между 0 и 2?<\1, то корень 
и! — еп? ф равен сумме ряда, получающегося по формуле бинома:” 


а 1 ; 1 че 
Ит— зе =1— уе ер— о деи —... 
1.3.5... (2—3) : 
де 2. — 
.. 94.6. 951 еп зи ф— ... 


Ряд в правой части — равномерно сходящийся, так как ио абсолютным зна- 
чениям его члены меньше членов ряда, получающегося из данного ряда при 
зп ф ==1. Следовательно, мы можем интегрировать полученный ряд почленно и, 
замечая, что ($ 103) 


1.3.5... 21-—Ю = 


Зе 2 = ОБ и , 


=— а 


получим: 


р 
У!— ея ==] Теа За 9 в— 
| 1 — е2 зо аф > 1 де -ы“ — 5568 


—_ 2 


Если эксцентриситет е очень мал, то достаточно взять в правой части неболь- 
шое число членов, чтобы получить значение интеграла с большим приближением. 
Точно так же можно разложить в ряд интеграл 


ы . 
\ и! — е2 59 4%, 


о 


каков бы ни был верхний предел $. Мы приведем здесь еще формулу: 


к 


9 1 1:3:5.. би Би, | 
уаз | аа" +. +| 2.4.6.21 |. т] 


дающую разложение лежандров1 интеграла первого вида. 
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Ш. РАЗНЫЕ МЕТОДЫ. 


108. Приложение формул диференцирования и интегрирования под 
знаком интеграла. Формулы $ 94 и 95 часто позволяют нам находить 
значения некоторых определенных интегралов, которые мы связываем 
при этом с другими, известными нам, определенными интегралами. Мы 
имеем, например, если а положительно: | 


применяя формулу (42) (стр. 204) п--1 раз подряд, мы находим отсюда: 


__ 47-1 


дат (7 


В этом примере мы могли бы получить значение определенного ин- 
теграла непосредственно, вычисляя сначала неопределенный интеграл. 
В следующем примере это уже не будет так. 

Ниже (гл. УТ, $ 128) будет выведена формула: 


- соо 


фене ; 


, 


1-2. и | пы меш: ^). 
| ( а)” 


0 
полагая х==УГа, где а положительно, находим: 


Иа ’ (23) 


нетрудно убедиться в том, что все интегралы, которые мы выводим из 
этого последовательными диференцированиями по параметру а, сходятся 
равномерно, если только @ остается болыше постоянного числа # > 0. 
Из предыдущей формулы мы выводим, следовательно, значення целого 
ряда интегралов: 


+ со —_ 3 } 
ета | 
б 

$ со 5 

че-" 4 — ПЗух -> 
е`ау == Упа °?, | (24) 
, 2 
0 
6’ ... еше уе 
1.3-5...(2и—1) /— Е! 
тещу Е ка 2 , 


0 
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и комбинируя их, мы можем вывести бесконечное множество других. 
Мы имеем, например; 
+0 4+ со 


: гиен ЧВУ Г...-Ё ([— 1)" О ‚.. 


9 0 
со оо 


3 
ее В ... 
. . 


0 


{ео 
2 
ре [9 В в. 
Г. 
Все эти интегралы только что были нами вычислены, н мы имеем: 
3 
11 Ит (28)? Ук 2 


, а 
|-> с08 28у4у= 5 Тов +. 


ое 


2и п1.3.5...(21—1) 21 
(1) (28) Ут!:-3.5...(21 ) т .. 
1.2.3...291 2 ол 


или, по приведении: 


= __ : 
ге“ со$ 28у 4у== 1 р 25 
уу —= 5 а у (25) 
о 


В других случаях вычисляют сначала производную по параметру от 
того интеграла, который желают найти. Пусть, например, дан интеграл 


шт (1 ах) 
1= ^^ ах. 
Е (а) | Ея ах 
у 
По формуле днференцирования под знаком интеграла находнм: 
а _ ш(1- 2?) | хах 
= даа) а-ж®)° 
0 


аа 1 


Разлагая на простые дроби, имеем: 
1 (а а 
Е (Ех) тра хх тах 


и следовательно, 


| хах — ая) 
: (1--ах) (1-21-90) 


Га св АГС 6 а, 
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Таким образом получаем: 
4! ш (1 а?) 
— Агс Е 
РИ а ы о, 


и замечая, что при а-—0 функция / равна нулю, мы можем написать? 
а х 


11 (1 2 
аа 5 Агс1в а аа. 


Интегрируя первый интеграл по частям, получим окончательно: 
1 
1—5 Асваш (1 а). (26) 


Формула интегрирования под знаком интеграла позволяет также 
иногда вычислять некоторые интегралы, 

Рассмотрим, например, функцию х7. Эта функция непрерывна, 
когда х изменяется между О и 1, а у— между двумя положительными 
числами а и 2. Следовательно, по общей формуле (44) ($ 95) имеем: 


гь т 
4х \ м ду-—=\ Чу | зах 
о а а 9 


С другой стороны, мы имеем: 
ь 


ь 
хх х — ха 
уау=(- ; 
|. 7 (#2). шШх ” 


а 


отсюда получаем: 


инь м 
0 


Вообще пусть будут Р(х, у}, О9(х, у) функции, удовлетворяющие 
39 


условию ух, и пусть будут 0, х;, Уо, У, — некоторые постоян- 
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[5 
[> 
— 


ные. По формуле интегрирования под знаком интеграла имеем: 


ыл У р м 

аР | [9] 

— Чу = —а 
\ ах \ ду у \ ау )х х, 
№ У У % 


ох 


У 
\[Р(х, 1) — Р бе, ах | [© (ха › 5) — © (ху. 
У 


№ 


Из этой формулы Коши вывел значение многих определенных инте- 
гралов. 
и 
10). Вычисление (1 — 2208 -- а?) 4х. Вот еще пример, в ко- 
о 
тором определенный интеграл вычисляется при помощи совершенно 
особого приема. Интеграл 
к 
Ра) (ш (1 — 24 с0$ х -- а?) ах 
0 
имеет конечное значение, если |@] отлично от единицы. Эта функция 
Р(2) обладает следующими свойствами: 
1. Р(—а)=Е (а). В самом деле, мы имеем: 
| п 
Е(—а) == п (1-Е 2а сов х -|- 92) 4х, 
6 
и, изменяя х на п — у, получим: 


Е(—а) =(ш(1— 2асозу-| а?) у == Е(а). 
0 
2. Р(а?) =2Е (а). В самом деле, мы можем написать: 
22 (а) = Р(а) РР (--@&, 
или 


ое) — По (1 —асовх 9 ) + (1-Е 2а созх 2 92] @х = 


== [21 — аа соз 2х 4) 4х 
‘о. 


Заменяя 2х через у, получим: 


Я 


1 


22 (а) —-5 1 (1 — 222 созу + 44) 4у-- 


‘о 
2 
1 
тва — 28 05+ 294 
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полагая в последнем интеграле у=2п — 2, найдем: 
2* 


\ а асов ау [ма — 2122 с0о52-[ а^) 42, 
о 


т 


и следовательно, 
1 1 
2Е (а) ==> Е (а?) + Р(а?) = Р(а?). 
Из предыдущей формулы последовательно выводим: 
1 1 1 
—— 2 4) — — 2"). 
Ра) == Р (а?) = Р(а“) ... ра Р (2 ) 


В 
Если |@|<1, то при неограниченном увеличении и количество а?” стре- 
мится к нулю; вместе с тем стремится к нулю и Р(а?”), так как лога- 


рифм под знаком ннтеграла стремится к нулю. Следовательно, при |&|<1 
имеем: 


Е (а) = 0. 


1 
Еслн же |а|>>1, то, полагая х==— ‚, получим: 


_ в 
вед [м (1 — 208 + == 


в 


= шо — 28 созх-{ 82) 4х —=пшВ’; 
.) 
0 


так как |В |< 1, то остается 
Е (а) = — п В? — п а”, 


Наконец, можно доказать (стр. 212, упр. 6), что 2(-Е 1) ==0. Следо- 
вательно, функция Р(&) непрерывна при всех значеннях а. 

110. Приближениое значенне шГ(п-- 1). Существует также много дру- 
гих разнообразных приемов, посредством которых можно получать если не точ- 
ное, то, по крайней мере, приближенное значение определенного интеграла. Мы 
приведем здесь один пример. По определению, имеем; 


+ со 
Г(п = \ хпе-хах. 
о 


Функция хте-х имеет максимум при х=п, и ее наибольшее значение равно 
ппе-п. При возрастании х от 0 до л функция хле-х возрёстает от 0 до пле-п(п>0 
а, при дальнейшем возрастании х от л до -- со, хпе-х убывает от иле-" до | 
Функция лле-пе-й также возрастает от 0 до лпе-и при возрастании # от -— $0 
до 0 и затем убывает от лпе-п” по 0 при дальнейшем возрастании Ё от 0 ло - со. 
Следовательно, сделав замену переменного 


хпе-х — ппе-пе- й, (28) 


мы можем установить соответствие между значениями переменных х и # так, 
чтобы, при возрастании # от — со до -|- со, х возрастало от 0 до 4 со. 
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ах 
Нам нужно еще вычислить т Взяв логарифмические производные от обеих 


частей формулы (28), получим: 
4х _ Их 
Ч хп’ 


С другой стороны, из той же формулы (42) имеем: 


РВ х—пШпш (*)- 
п 


м ‚ 2 
Положим для большей простоты вычислений х = я-- г и разложим п (1 - =) 


по формуле Тейлора, ограничиваясь двумя первыми членами; мы получим: 


у 2 22 12? 
ВР 2-—тп -- 


" виа (10%) Зи, 


причем 9 заключается между пулем и единицею. Отсюда найдем последовательно: 


Ре, (*1+1)=2| ии-9] 


следовательно, после замены переменного получим: 


о + © 
Геи = в \ ег Па эте-" | е-#(1 — 6) 41. 
— со — © 
Нервый иптсграл равеш: 
— © ви. 
Г ‘ — 
) г- 4-2 | еп = И=. 
+ о и. 


Второй иптеграл нельзя вычислить точно, так как 09 неизвестпо, по можно найти 
границу этого интеграла. В самом деле, все его элемеиты отрицательны между —со 
и Чи положительны между би -|- со. Сверх того, по абсолютному значению 


о со + со 
В | " 1 
каждый из интегралов | , \ меньше нитег рала | 12-й = >. Следовательно, мы 
— бо 0 0 


можем написать: 


Ги == И2п ние "(Ут у) 


где ® заключается между —1и +1. 
Когда и очень велико, рт очень мало, и если мы примем за приближен- 
ное значение Г(и + 1) выражение 
Ги 1 == лие-пу/9ит, 
то относительная погрешность будет весьма мала, хотя абсолютная погрешиюсть 


может быть и очень велика. Взяв логарифмы от обеих частей формулы (29), по- 
лучим: 


иги += (+5) мия (80) 
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где, при очень большом п, = очень мало. Пренебрег 
). 


: ая ‹, мы будем иметь так на- 
зываемое аспиптотическое значение шГ(п’-- 


Эта формула интересна по- 
тому, что она указывает порядок величины факториала. 


УПРАЖНЕНИЯ. 
„1. Вычислить неопределениые интегралы от следующих функций: 

1 1 ха — —Зах 1НИТЕх 

(ар хо’ (1 ух ' 

1 т1УТя 1 х 
о, а.) 
ТЕНИГЕ 2 1уУг+х ИИ и 9% 

хех созх, о, хЧагс в х. 
Иа- ли+2 


2. Найти площадь петли декартова листа 


х3з- уз — Заху = 0. 


3. Вычислить интеграл ух, где хи у связаны одним из соотношений: 
(х? — а?)? — ау? (2у | 3а) =0, у(а—х) =, | 
уу) -=а(й— дз). | 
4. Вывести формулы: 


7 ХС 
[из ксомя + хак А С, 


: ; зшй хзш их 
| эти - 1х за (п -- 1) хах = —_ +50 


ы п 
со8й-1х 00$ (п -Е 1) хах= ИС. 
103 
[ совижвй(и + ха СОВА С. 


` [Эйлер.] 
5. Вычислить псевдоэллиптические интегралы: 


(1 + ^2) ах Г (1 — 42) ах 
и—жугЕх’ | ут’ 
6. Привести к эллиптическим интегралам интегралы: 
Ю (х} ах 
7: (Е 6) 6х х) о) аз’ 
Ю (х) ах 
[та -Н х8) -- 6х2 (1 ж) | с у 
где А (х) — рациональная функция. 


7. Пусть будут а, 6, с, @ корни уравнения четвертой степени Р (х)==0 Су- 
ществуют три ииволюционных соотнощения ($ 102): 


Мих’ + М, 


= Тим 


((=1, 2,3), 
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перемещающих эти корни попарно. Если рациональная функция {(х) такова, что 


мы имеем тождественно: 
М+М 
1 (х) + У (- Тим т м)= 0, 
}(х) ах 


то интеграл урод ПСевдоэллиптический (см. ВиЦенп ае [а Зое тайе- 
х 


таНаие, т. ХМ, стр. 106). 

8. Спрямление кривых у— Ах» приводит к интегралам от диференциальных 
биномов. Исследовать случаи интегрируемости. 

9. Полагая а > 1, имеем: 


+1 
Деу уз-!. 


Вывести отсюда определенные иитегралы: 


+1 
хтах 1.3.5... (2—1) _ 


И — 2.4.6...2т 
—1 


10. Предполагая АС — В? `> 0, имеем: 


оо 
ах 3.5... (21 — 3) Ав-1 
(аа вх + С” 9.4.6... (и— 2)“ п.” 
со (АС-- В) *? 


Следует применить формулу приведения $5 37. 


11. Вычислить определеиный интеграл `` зивхах _ 
| и ределенн итетр 1-{ 2асозх + а?. 
о 
12. Вывести формулы: 


ах 1 1+ У) . 
——— = | а 0, 
ИГ ах зи! - 2 В и "(1 1 #> 
ыы (1 — ах) (1 — 8х) ах 22—48 
\ 1— 2ах + аз) (1 — 285 ) УГ ®  21—а8° 
—1 


13. Обозначая через м и п два целых положительных числа (т < п), имеем:. 


о 
ти = т 
и о. Ш” 
+ пят — 
6 п 


Здесь следует воспользоваться разложением на элементарные дроби. 
14, Вывести из предыдущей формулы соотношение: 


+ © аа 
хаах т 
\ Т+х ет ат О <а< 1. 


0 
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15. Полагая [р «=)\ 14 (Е-- ПРаЁ имеем формулы приведения: 
(Р-Р 1] В,9= +1 (Е-- ПРЕ Рф 4 
(Р— ПГ- ра ам (Е ПР (2-9 — РГР, 4, 


и две апалогичных формулы для понижения показателя 4. 
16. Вывести формулы приведения для интегралов: 


1 — хпах 7. — ах 
= де товеЕЕ' " ы-—а"ИАе+2ВЕС. 


. ° хпах 
17. Вывести формулу приведения для определенных интегралов Е Вы- 


ИГ 


0 
1 


» 


ах 
ИГ 


формулу, аналогичную фор 


вести отсюда для определенного нитеграла | 


‹ 
муле Уэллиса. 


18. Имеет ли определенный интеграл 
+ © 
у ах 
1 -- хазиех 


0 
копечное значение? 


19. Доказать, что площадь эллиптического сектора, заключающегося между 
‚фокальною осью и ралиусом-вектором, выходящим из фокуса, имеет выражение: 


ие 
и=® | м, 
2.) (1--ес0$ ®)} 
0 


| 
хде р—-; обозначает иараметр эллипса и е — зисцентриситет, Полагая, по об- 


1цему способу, 85 —=Ь ‚-у' = и, получим: 


[= а6 (лс ет та); 


Показать, что это выражение может быть также представлено в виле: 


ея, 


тде $ обозначает эксцентрическую аномалию. 
`—— 20. Найти такие кривые, для которых длина МТ или площадь треугольника 
„ММТ были бы постоянны (см. черт. 3). Построить обе ветви кривой. 
— 21. Пусть будет 
1 
хат +1 1 о а 
= 22)" 0$ х2 42. 
24.6.) (2) 
о 


Ан 


Вывести рекурреитную формулу: 


ЧА 
Аааа т - Ах. 
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Вывести отсюда формулы: 


Ар —= Чоьзшх -- М, с0$ х, 
Р р й Р 
Ара Образ х + Ур 108 Х, 


тле Ш, Ур, 0: р+1, Уз: — многочлены с целыми коэфициентами, и о, р +1 
содержат только ‘Четные Степени переменного х. Проверив справедливобть этого 


закона при п=1, затем легко убедиться, при помощи рекуррентной формулы, 
что он имеет общий характер. 


Воспользовавшись предыдущим выражением для А, можно доказать не- 


о Г. 
соизмеримость числа г. В самом деле, если бы было 1 — д › 10, заменяя в Ар 


т 
количество х через 5 ‚› МЫ получили бы соотношепие вида: 


рр 1 
Ф () - па 
— ЕО — 22} и 
Н; у? 54-6. 4 (1 22)р с08 5 42, 
0 


где Н, — целое число. Но такое равенство невозможно, так как при 
ченном возрастании р правая часть стремится к нулю. 
22. Доказать формулу: 


неограни- 


+ < . 
а _ 
м 
= |ь их те 
0 
а! 
[Доказать, что аа 2]. 
23. Из предыдущей формулы вывести определенный интеграл 
+0 
* 2 п р-® 
21 — 1 — Ме 2% 
е уе 
.’ 9. 
0 1 
м 


1 ь 
24. Из соотношения аз = : х?е-их цх вывести формулу: 


0 

со +09 | 

У 11| мах 
пз  ]ех—1|* 

п=1 о 


`25. Погрешность в методе квадратур Гаусса имеет выражение: 
т (5) 2 1.2.3...п з 
1.2.21 ` 9+1 п — | 
гле $ заключается между — Ти -|- 1. 
[Мансион (Мапз1оп) Сотрёез гепаих 1886.] 


ГЛАВА \1. 
ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 
Е. ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. СПОСОБЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ. ФОРМУЛА ГРИНА. 


111. Суммы 5 и $ для функции двух переменных. Пусть будет А 
плоская область, ограниченная контуром Г, который может состоять 
из одной замкнутой кривой С или из замкнутой кривой С и из не- 
скольких других замкнутых кривых С, С”, ..., внутренинх по отноше- 
нию к С. Представим себе, что эта область А разбита на п частичных об- 
ластей в, @.,..., аи, посредством вспомогательных линий. Это разбие- 
ние может быть осуществлено произвольным способом; мы предположим 
только, что области а, квадрируемы. Пусть 9, ®,,..., ®, — площади 
этих частичных областей и © — площадь области А. Мы имеем, оче- 

п 
видно, каков бы ни был способ разбиения А, соотношение е— У о,. 
1 

Пусть будут /(х, У) — функция, ограниченная в области А (включая 
сюда контур Г), М и т — верхняя и нижняя границы 1(х, у) в этой об- 
ласти; М, в т, — границы функции У(х, у) в частичной области а;. 
Рассмотрим две суммы 


н п 
+ 
$ — ` ®,М,, &--= ` ©, ; 


= 1=1 


каждому подразделению области А соответствуют, таким образом, верх- 
няя сумма 5$ и нижняя сумма 5. Все суммы 5, очевидно, превосходят 1; 
следовательно, они имеют нижнюю границу /. Точно так же все суммы 5 
меньше, чем /М9; они имеют, следовательно, верхнюю границу /'. Мо- 
жно было бы доказать, как выше ($ 69), что Г=/, что, впрочем, 
вытекает из следующего предложения, совершенно аналогичного пред- 
ложению $ 70. 

Суммы $ и $ имеют соответственно пределами числа Ги Г, ко- 
гда п неограниченно возрастает, и притом так, что все области а, 
стремятся к нулю во всех своих измерениях. 

Для краткости мы будем говорить, что конечная часть плоскости А 
меньше { во всех своих измерениях, если можно найти круг диаметра /, 
целиком вмещающий внутри себя А. Переменную часть плоскости мы 
будем называть бесконечно малой во всех ее измерениях, если можно 
найтн круг сколь угодно малого радиуса, вмещающий внутри себя эту 
часть плоскости. Например, квадрат, сторона которого стремится к нулю, 
или эллипе, обе оси которого стремятся к нулю, бесконечно малы во. 
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всех своих измерениях. Наоборот, прямоугольник, которого одна лишь 
сторона стремится к нулю, или эллипс, одна только ось которого стре- 
мится к нулю, не являются бесконечно малыми во всех своих измерениях - 

Покажем, например, что $5 имеет пределом Г. Мы можем допустить, 
что Г(х, У) положительна в области А, так как всегда можно найти та- 
кое положительное постоянное С, что функция 


$ (х, у) = С-ЕЛ(х, у) 


окажется положительной в А, и суммы $ и 5' для функций Хи ф, 
относящиеся к одному и тому же способу разбиения, будут отличаться 
лишь на постоянное С9. 

Пусть = — произвольное положительное число; так как число Г есть 
нижняя граница сумм $5, то существует такой способ разбиения обла- 
сти А на л частичных областей а, @,,...,а,„, что соответствующая 


ё 
сумма 5 окажется меньше, чем Ну. Обозначим через /. множество, 


состоящее из контура Г и вспомогательных линий, которые были про- 
ведены в А для получения этого частного способа разбиения, Пусть. 
будут: ®; — площадь области а, и |, — контур этой области. Проведем 
внутри области а, замкнутый контур у, не имеющий ни одной общей 
точки с },, но достаточно близкий к },, чтобы площадь, заключенная 


1 


между обоими контурами у,;, }', была меньше `„ › Где й— произволь- 
т 


ы 


ное положительное число. Представим себе, что то же самое сделано 
для всех частичных областей а, @.,.... а,, и пусть Ё’ — множество 
проведенных таким образом линий 1... Эна система /! разделяет об- 
ласть А на две области А’ и А”; А’ состоит из всех областей а,, вну- 
тренних по отношению к линиям у,, а А” представляет собой область, 
оставшуюся после исключения Д’. Если ©, 9” обозначают площади 
этих двух областей, то мы имеем “9 —9'-|- 9” и на основании способа, 
которым были выбраны линии },, разиость ® — %' или 9” меньше 1. 
Линии [Г и [' не имеют ни одной общей точки; обозначим через }. 
минимум расстояния точки Г, от точки /". 

Рассмотрим теперь произвольное разбиение областв А на частичные 
области, меньшие Х во всех измерениях, и пусть $!’ — соответствующая 
верхняя сумма. Часть 5’, происходящая от частичных областей, не 
имеющих ни одной общей точки с линией №, очевидно, меньше $. 
С другой стороны, частичные области, которые имеют хоть одну общую 
точку с линией Г, находятся внутри области А”, и происходящая от 
них часть суммы 5’ меньше АИ. Мы имеем, следовательно, 


У ми 5. -- Ма: 


если произвольное число 3 взято меньшим 


«о 1-ь, 


& 
5, то мы будем иметь 


что и доказывает теорему. 
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Точно так же можно было бы показать, что $ пмеет пределом /. 
Если область А разбита на р частных областей А, 4,,..., А,, то 
ясно, что будут иметь место соотношения: 


ЕВ... ИИ... И, 


гле [р и /, суть числа, определенные, как только что было сделано, 
и относящиеся к области А,. 

112. Двойные интегралы. Если оба числа Ги Г’ равны между собой, 
то функция Х(х, У) называется интегрируемой в области А. Общий 
предел 7 сумм $ и 5 называется дволным ичтегралом фупкции Х(х, у). 
распространенным на область А. Его обозначают * 


1==\\7(* 5) ах ду; 


ре 


А 


р’ 


часть А плоскости называелся областью ин теграцчи. 

Непосредственно видно, как и в случае простого интеграла, что 
для то’о чтобы функция Х(х, у) была интегрируеиа в А, необходимо 
и достаточно, чтобы разность $—5 стремилась к нулю, когда 
нанбольшее ‘измерение частичных областей стремится к нулю. Отсюда 
вытекает, 470 в якая непрерывная функция }(х, у) интегрируема. 
В самом деле, предположим, что мы взяли положительное число 1 
столь малым, что колебание функции меныше = во всякой части А, 
все измерения которой меныне 1. Если все частичные области а, 
а,,...»„ а, меньше п во всех своих измерениях, то каждая из разно- 
стей М, — т, будет меныше в, и разность 5 — 5 будет меньше 2%. 

Доказывают, как и выше ($ 71), что сумма или произведение про- 
извольного числа интегрируемых функций есть также интегрируемая 
функция. Если функция Х(х, у} нитегрируема в области А, то она 
интегрируема во всякой области А', ннутренней ио отношению к А; если 
область А разбита на несколько частичных областей А, 4.,..., Ар, 
то двойной интеграл, распространенный на всю область А, равен сумме 
двойных интегралов, распространенных на области А,, А,,..., Ар. 

Рассмотрим теперь более общий случай, когда функция Х(х, у), 
ограниченная в области А, имеет в этой области бесконечно много 
точек разрыва; мы предположим при этом, что все точки разрыва можно 
заключить в некоторой области 8, площадь которой меньше любого 
наперед заданного положительного числа. Такая функция интегри- 
руема в А. В самом деле, условие интегрируемости функции Х(х, 1) может 
быть выражено так: чтобы функция была интегрируема, необходимо 
и достаточно, чтобы любому положительному числу з можно было 
поставить в соответствие такое разбиение области А на частичные 
области, что соответствующая этому разбиению разность 5—5 
будет меньше в. Это непосредственно следует из того, что раз- 
ность 5—5, по меньшей мере, равна /— Г”. 


* Иначе обозначают его \\ (+, у) Чо, где 4®о есть элемент площади; 
д 


аналогичное обозначение употребляют для кратных интегралов. 
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Допустим для определенности, что функция Х(х, у), ограниченная 
в области А, непрерывна во всей этой области, ограниченной замкнутою 
кривою С, за исключением точек линии /, разделяющей область В на две 
области А'и А” (черт. 16). В области А’ У(х, у) совпадает с непрерывной 
функцией } (х, у), а в области А”—с непрерывной функцией ]ь (х, у). 
Относительно значений функции У(х, у} вдоль линии [ мы не делаем 
никакого предположения, за исключением того, что они остаются огра- 
ничены. Проведем в А с обеих сторон линии Ё две бесконечно близкие 
линии /’, [” так, чтобы площадь, заключенная между М и [/, была 


меньше —-.- `-- --, где = — задаиное положительное число. Эти две 
2(М— т) 

лннии /1, [” разделяют А на три области: А’, А”, А”, где А” есть 

область, вмещающая /. Продотавим себе, 

что А', А”, А” разбиты на меньшие об- 

ласти; часть $— 5, происходящая от А”, 
= 


меньше 2 и тах как У(х, У) пепрерывна 


в областях Аи А”, часть $—5$, происхо- 


8 
дящая от А'и А”, будет также меньше „- 


нри подходящем выборе способа разбиения. Черт. 16. 

Мы будем, следовательно, иметь 5 — $58; | 

так как = есть произвольное положительное число, то, следовательно, 
А(х, у) интегрируема в ДА. Ясно, что этот вывод обладает. общностью. 

Двойной интеграл по области А равен сумме двойных интегралов 
по областям А, А", А”. Если линии [', Г” безгранично приближаются 
к Ё, то двойной интеграл ио А” стремится к нулю; двойной интеграл 
по АД есть, следовательно, предел суммы интегралов по областям А" 
и А” и не зависит от значений функции вдоль линии Ё. Более общим 
образом, если функция Х(х, у} интегрируема в области А, то можно, 
не изменяя значения интеграла, произвольным образом изменять значе- 
ния функции в бесконечном множестве точек, если только она остается 
ограниченной и если все эти точки могут быть заключены в области 9 
(связной или нет), площадь которой меньше любого заданного положи- 
тельного числа. С этим замечанием надлежит сопоставить следующее: 
если мы вычисляем / как предел суммы 5, то мы можем пренебречь 
в этой сумме теми ее частями, которые происходят от произвольного 
числа частичных областей, если только сумма площадей этих областей 
стремится к нулю. 

Определение дзойного интеграла может быть обобщено. Пусть 
(&,, 1) — какая-нибудь точка внутрн или на контуре части а,; ясно, что 
сумма У (1, 1}, содержится между обеими суммами $ и $; она 
также, следовательно, имеет пределом двойной интеграл, как бы ни 
была выбрана точка (&,, 1/). | 

Первая теорема о среднем без труда распространяется на двойные 
интегралы. Пусть /(х, у), $Ф(х, У) — две интегрируемые функции, из 
которых одна, 9 (х, у), сохраняет постоянный знак в 4; мы предполо- 
жим, например, Ф(х, у) >> 0. 
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Если М и т— границы Х(х, у) в области А, то ясно, что мы имеем: 
М (5,1), > (5, ПФ (в, п) > та ,, Про, 


склалывая все эти неравенства и переходя к пределу, находим: 


\ \/(х, У) $ (х, у) ах ду= (9х, у} ах ау, (1) 
`А А 

где и заключено между М и 21. Если функция 7 (х, у} непрерывна, то 
опа. принимает значение № в точке (&, 1), внутренней по отношению 
к контуру С, и мы можем написать: 


$ 7х, 5) Ф(, ууахау-- Л, п) \ | 95 ах ау; (2) 
А “А 
это и есть формула среднего значения для двойных интегралов. Если, 


например, ф(х, у) == 1, то ‘интеграл \ 4х 4у, распространенный на часть 


плоскости А, очевидно, равен площади ® этой части плоскости, и фор- 
мула (1) принимает вид: 


с, у) ахау = (1. (3) 
А 
113. Вычисление двойного интеграла. Вычисление двойного интеграла 
сводится к последовательному вычислению двух простых интегралов. 
Возьмем сначала случай, когда область интегрирования есть прямо- 
Угольник АЮ, ограниченный прямыми х==х, х=А, уу, у=У, 
где < Х, % У. .. 
Пусть /(х)--—- значение двойного интеграла \\ }(х, у} ах4у, распро- 


страненного на часть этого прямоугольника, расположенную слева от 
прямой РО, параллельной оси Оу и проходящей от нее на расстоянии х, 
где х заключено между Ху и Х. 
Этот иитеграл /(х) есть, оче- 
видно, непрерывная функция х, 
обращшающаяся в нуль при 
х==Хо; чтобы найти его про- 
изводную /(х), достаточно 
вычислить главную часть при- 
ращения /(х--й)} —/(х). Эта 
разность равна значению двой- 
иого интеграла, распространен- 
ного иа бесконечно узкую 
полосу прямоугольника, заклю- 
ченную между параллелями РО, Р'О! к оси Оу, расстояния которых от 
этой оси суть х их #й. Чтобы иметь его выражение, представим 
себе, что эта полоса разделена на малые прямоугольники параллелями к 
осих, у-=у, (1=1,2,..., 17}, где число у, возрастает вместе с индексом. 

Применяя формулу среднего значения к каждому нз этих малых 
прямоугольников, мы имеем: 


/(х + #) —Г(х) — й [(У- — %) 1 (5, Ь 1)-- .. „НН ои— я), д- .-. | (4) 


Черт. 17. 
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где (3,, 1,} суть координаты точки прямоугольника, образованного пря“ 
мыми РО, Р'©! и параллелями у=у_:, у=у, к оси Ох. С другой 
стороны, мы имеем на основании теоремы о среднем для простого ин- 
теграла: 

я 


\ Л(х, у) ЧУ== (и — У) (х, У, 1, У,. 


* 


7—1 


Если мы положим (5, 1,) —1(х, У) ==з,,то разность 


1х) — Г(х) 


может быть написана так: 


у . 
Г | лее узвуы — №0) +... (уф - ...| . 


У 


Обе точки (5,, 1;) и (х, у;) принадлежат одному и тому же частич- 
ному прямоугольнику; так как Х(х, у) равномерно непрерывна, то мо- 
жно взять число Й и все разности у, — у;_, достаточно малыми для 
того, чтобы все абсолютные величины |=,| были меньше произвольно 
выбранного положительного числа =, и мы имеем: 


у 
пи о-в] ее й (5) 
у? 
где абсолютное значение &' меньше =(У— у). Отношение 
г +8 Я 
В 
у 


имеет, следовательно, пределом \7(х, У) Чу, когда Й стремится к нулю, 
Ко 
х У 
и таким образом, интеграл /(х) равен \ 4х \ Х(а, у)ау. В частности, 
ю 
двойной интеграл, распространенный на весь прямоугольник, выра- 
жается формулой: 


- х У 
\ Убе, уахау на \ аж (ох, у) ау: (6) 
® % 3 ` 


чтобы найти значение двойного интеграла, нужно сначала проинте- 
грировать /(х, У) между пределами уу и У, считая х постоянным, а у — 
переменным; результат представляет собой функцию одного лишь 
переменного х, которую нужно «нова интегрировать между преде- 
лами хи Х. 

Произведя действие в обратном порядке, т. е. вычисляя сначала 
часть суммы 5, происходящую от ряда прямоугольников, заключаю- 
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щихся между двумя прямыми, параллельными оси Ох, мы нашли бы 
таким же образом: 


«.ы ‘. 


. у’ Хх 
Ц убь узах ау | у \ бк, зах. 
К У Хо 


Из этих двух формул следует, что 


хх хх 
\ ах ух, уу ау | у) ах. 
Хо Уз У Жо 


Теорема, выражаемая этою формулою, носит название теоремы интегри- 
рования под знаком интеграла. При доказательстве существенно предпо- 
лагается, что пределы х АХ, У, И постоянны, и функция У(х, у) — 
непрерывна в области интегрирования. 


, ху 
ПрРимЕР. Пусть будет;г - = -= . По общей формуле имеем: 


Хх у Хх 
ХУ ут, — ХУ, | Ар О (у — 2 
(| : ах ау = { ах ( - ау = |= (У >) ах = аа [©.4 %) (У: У. 
Ю №8 „о № 


Вообще, если функция {(х, у) есть произведение фупкиии переменного х на 
функцию переменного у, то имсем: 


ис. х , 
{#9 20) ах ау = | в) 4х. $0) 45, 
Ю, 0 Уо 
нричем оба интеграла в правой часли совершенио пе зависят одий от другого. 


Из этого замечания Франклии (ЕгапКНи) * вывел весьма простое доказатель- 
ство одной иптересной теоремы Чебышева. Пусть будут $(х} и $(х) функцив, 
непрерывные в промежутке (а, 6), где а < 6. Двойной интеграл 


ео — ов) — зодчих 


распространенный ина квадрат, ограниченный прямымн х= а х ЁКу:-а, у--В 
равен разности 


5 [2 Ь 
2(8-- а) \ $ (*) (ках —-2 (0 (4) ах. фах. 


Но все элементы предыдущего двойного ин1еграла сохраняют постоянный знак, 
если функции $ (х) и $ (х) всюду в промежутке (а, 6) одновременно возрастают 
или убывают; точно так же все элементы этого двойного интеграла сохраняют 
постоянный знак и в том случае, если одна из функций всюду возрастает, а 
другая — убывает. В первом случае разности ф(х) — (у) и $(х) —$() имеют 
всегда одинаковые знаки, а во втором — разнъ.е. 

Следовательно, если всюду в промежутке (а, 5): функции (<), $ (х) илн обе 
возрастают, или обе убывают, то мы имеем: 


ь ь ь 
(6 — а) \ (о фодах > дах. | $69 ах. 


Атейсап ЛопгпаЁ ор Маийетайс$, т. УП, стр. 77. 
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Если же одна из них возрастает, а другая убывает, то 


Ь Ь ь 
а) (о) фах < \ тах. \ дах. 


В случае $(х)==$(х) двойной интеграл имеет вполне определенный знак, 
так как подинтегральная функция обращается в точный квадрат. В этом случае 
мы имеем при всяком виде функции $ (х): 


ь ь о 
(6 — а) \ [в сдрах = | 9 (х) а 


.) 


а а 


причем знак равенства имеет место только в том случае, если $(х) равно посто- 
янному. 

Отсюда можно вывести решение одной интересной задачи вариационного ис- 
числения. Пусть будут Ри О две данные точки плоскости с координагами (а, А) 
и (2, В). Пусть будет, далее, у--Х(х) уравтение линии, соеднняющей эти две 
точки, причем предполагается, что функция Х(х) вместе со своею производ- 
ною { (<) непрерывна в промежутке (а, 2). Требуется найти такую кривую у == }(х), 

ь 


для которой интеграл \ уз 4х был бы минимум, Заменяя в предыдущем нера- 


а 
венстве $(х) через у’н замечая, что, по предположению, / (а) -= А и (В) - В, 


имеем: 
Ь 


(в — аду? ах--(В-- А}. 


а 


Следовательно, наименьшее значение интеграла равно ‚ и интеграл 


(В — А)? 
“а 
действительно достигает этого зиачения, если у’ равно постоянному, т. е. если 
линия, соединяющая рассматриваемые точки, есть прямая линия РЦ. 

114. Случай произвольной области. Прежде чем перейти к случаю 
произвольной области интегрирования, мы сначала обобщим формулу (6), 
предполагая, что функция / (х, У), оставаясь ограниченной, имеет в пря- 
моугольнике АВСО одну или несколько линий разрыва. Предиоложим 
для определенности, что функция /(х, у) разрывна вдоль линии С (или, 
по крайней мере, в некоторых частях этой линии), соединяющей точку на АД 
с точкою на ВС и представляемой уравнением у==ф (х), где функция ф (х) 
непрерывна в интервале (ху, Х). Эта линия /. разделяет прямоугольник Ю 
на две части: часть К,, расположенную ниже Ё, для которой мы име- 
ем /(х, у) ==Х (х, У), причем Х (х, У) непрерывна в Ю., и часть Ю., рас- 
положенную выше С, для которой 


А(х, У) = (х, У), 


причем / (х, У) иепрерывна в А... Как уже было замечено выше ($ 112}, 
/(х, У) есть функция интегрируемая. 

Чтобы найти выражение этого двойного интеграла, достаточно не- 
сколько изменить рассуждение предшествующего параграфа. Инте- 
грал /(х), определенный, как это только что было сделано, есть 
сумма двух двойных интегралов /) (х), № (х), распространенных на части 
области налево от параллели РО к Оу, расположенные соответственио. 
ниже и выше линии [. Чтобы вычислить 1 (х), обозначим через & наи- 
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меньшую ординату функции $(х) в интервале (х, х +1}; мы можем 
разложить / (х-- Я) —/\ (+) на два интеграла: 


По) = 


где / есть двойной интеграл, распространенный на часть полосы Ю, 
расположенную ниже прямой у==&, а / — интеграл, распространенный на 
часть этой полосы вверх от прямой у==з. Доказывают, как и в пре- 
дыдущем параграфе, что 


ы $ (*) р 
в (х, у) ау | -#| лока + ле 9-ти 
. р $ (х) - 


и следовательно, 


(х) 
=] 1 (х, 4 +». 


У 


где 1) и 1, бесконечно малы вместе с #. С другой стороны, мы ныеем: 
< М] 

тде М есть верхний предел |{|, а 8— колебание $(х) в интервале 

{=, х-- 1). Так как функция ф непрерывна, то отношение = стремится 


х нулю вместе с Й, и мы имеем: 
$ (х) 


Л (к) = У) 4. 
ВХ 
роиоволная Л (х) вычисляется таким же образом, и, полагая 


$ (<) у 
|, уу = \Л(х, ууау-- Л (х, 5), 
№ Ув $ (=) 


мы видим, что значение двойного интеграла 


К(х, У) ах ау 
Ю 


дается формулой (6). Ясно, что этот м-тод обладает общистью, и вы- 
вод остается тем же, каково бы ни было число линий разрывов, по- 
лобных [, в прямоугольнике АВСО, при условии, что функция Их, у) 
остается ограниченной. 

Рассмотрим теперь контур, встречаемый параллелью к Оу не более 
как в двух точках. Мы всегда можем предположить, что он образован 
двумя прямолинейными отрезками АА’, ВВ’, принадлежащими паралле- 
лям х-—а. х= к оси Оу (а<6) и двумя дугами кривых Ат, 
А'т,В', представляемыми уравнениями У ==; (<), уф» (х), у 2 У 
где функции ф, и $, непрерывны между а и 6, Может, впрочем, слу- 
читься, что точки А и А’ сливаются также, как В и В'; это имеет 
место, например, в том случае, если рассматриваемый контур есть 
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замкнутая кривая, аналогичная эллипсу. Пусть /(х, у) — функция не- 
прерывная в области Ю, ограниченной этим контуром, и на самом 
контуре. Чтобы вычислить двойной интеграл, проведем две параллели 
У уу У-=Ук оси Ох так, чтобы 
область Ю была целиком располо- 
жена между этими двумя параллеля- 
ми; пусть будет Т прямоугольник, 
ограниченный четырьмя прямыми 
х—а, х=—6, У—= Ус, У-=У 
(черт. 18). 

Кривые Ат, В, А’и,Б' разделяют 
нрямоугольник Т на три областн: 
область Ю, область Ю' ниже Аш В | 
н Область Ю” выше А’и,В’. Пусть Черт. {8. 

Е(х, У) — вспомогательная функция, 
определенная в Т следующим образом: 1) Р(х, у)=-Л(х, у) в Ю и на 
контуре Ю; 2) Р(х, у) =0 в Аи А". Очевидно, что 


\\ лее, узахау== АИ Р(х, узахау. 
`В т 
Но формула (6) применима к функции Р(х, у), имеющей линии 
разрывов АВ и А'т,В!, и мы находим: 


5 г 
\\ Е(х, у) 4хау. = \ ах \ Е(х, у) ау. 


т а 35 
С другой стороны, на основании самого определения функции 
Е(х, у), мы имеем: 
р Уз 
цы у) ду-=\ Аб, у) ау, 
гл 
Я следовательно, 
. лм 
\иСе, зу ахау с ах \ У (к уу. (7) 
|. а я 


Первую интеграцию надлежит выполнить, рассматривая х как ю- 


стоянную, но пределы у} и у, сами суть функции х и не являются 
постояннымн. 


и ху . , 
ПримЕх. Вычислнм двойной интеграл от функции —-› Взятый внутри чет- 
верти круга,” ограниченной осями координат и окружностью: 
х? -- у? — Ю4-=0.. 


Пределами для х служат ти Ю, а при х постоянном у может изменяться 
от 0 до Ив я. Следовательно, двойной интеграл имеет выражение: 


) Ю ю 
ху __ и 2 | __ [0—9 
| ах | д 9У-= рот ах = | тах 
0 о 6 


Потледний интеграл легко получить; он равен За: 
ь 
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Если область интегрирования ограничена контуром произвольного 
вида, то мы разобьем эту область на несколько таких частей, чтобы 
прямая, параллельная оси Оу, пересекала контур каждой из этих ча- 
стей не более чем в двух точках. Мы могли бы также начать и с ин- 
тегрирования по переменному х, разбивая область на такие части, 
чтобы прямая, параллельная оси Ох, пересекала контур каждой из 
этих частей не более чем в двух точках. Возьмем, например, замкну- 
тую выпуклую кривую, расположенную внутри прямоугольника х--а, 
х—=ф, у—е, у=4, стороны которого проходят через те четыре точки 
А, В, С, О кривой, в которых х и у имеют наибольшие и наимень- 
шие значения *. Пусть будут у ==: (х), у, =. (х) — уравнения дуг 
АСВ, АРВ; пусть будут также х, ==, (у), х. =, (у) — уравнения 
дуг САО, СВО, причем $,(х) и %.(х) непрерывны от а до 6, а 
ф, (5), Ф. (у) непрерывны при изменении у от с до 4. Вычисляя двумя 
различными способами двойной интеграл от функции Х(х, У), непре- 
рывной внутри этого контура, и приравнивая между собою оба полу- 
чающиеся выражения, найдем: 


ь У а 2% 
ах \ се, узду == ау бк, у) ах; (8) 
а ” г 1 


мы видим, что в обоих интегралах пределы совершенио различны. 
Всякий выпуклый контур дает формулу этого рода. Так, взяв за 0об- 
ласть интегрирования треугольник, ограниченный прямыми у==0, х==а, 
У=:х, мы придем к формуле, данной Лежен-Дирихле (1.е]ецпе-ГуисШей. 


а 


\ 4х 


у 
0 


=—н 


Л(х, у) 4у = 4 (>, у) 4х. 
у 


115. Аналогия с простыхи интегралами. Интеграл 


х 


\ у 4+ 


*/ 


а 


рассматриваемый как функция от х, имеет своею производною функцию Ё(х}. 
Аналогичная теорема существует для двойных интегралов Пусть будет Х(х, у) 
функция, непрерывная внутри прямоугольника, ограниченного прямыми х==а, 
х—= А, у=в, у=В(а< А, в < В). Двойной интеграл от функции Х(х, у), рас- 
пространенный на площадь прямоугольника, ограниченного прямыми х—а, 
х=Х, у=Ь, у=У(а« ХХА, < ГС В) есть функция координат Х, У пере. 
менной вершины; эту функцию мы можем представить в виде: 


Хх У ‚ 
Ех, У =\ ах \/(х у) ах ау. 
а % 
Пусть будет 
у 


* Предлагаем читателю сделать чертеж. 
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Первое диференцирование Р(Х, У) по Х дает: 


у 
3Е 
— == Ф — у 
3х (Х) | (Х, у) ау; 


после вторичного диференцирования по У будем иметь: 
922 
—_==Х(Х, Г). 9) 
ар 1(Х, У) (9 


Самый общнй вид функции и (Х, У), удовлетворяющей предыдущему усло- 
вию (9), очевидно, получится, если мы прибавим к фучкции Р(Х, У) такую 


22 
функцию 2, вторая производная которой — — была бы равна пулю. Следова- 


9ХдУ 
тельно, функция и(Х, Г) будет иметь вид ($ 60): 
ху 
и(х, У) = \ ах \ Их, уу, (10) 
а \ 


тде $(Х} и $(У) произвольные функции. Эти функции $(Х) и $(Г) можно 
всегда выбрать таким образом, чтобы функция и(Х, И} обращ-лась при Х==-а 
в данную функцию У (У)от 7, апри Г’—=Ьр— в данную фупкцию О(Х) от Х, 
причем две последних функции должны быть связаны соотношением (Л (а)=- 
-- + (6). В самом деле, полагая в соотношении (10) последователыю Х--а, 
У — В, получим два условия: 


(У) (1) +3(7, ИХ: (5 +30}; 


отсюда получаем: 
$(И-= И(У — 9 (а). $%8)- "(6 — (а, + (ХИ (Х-У (В + в(а), 


и формула (10) обращается в 


Хх У 
и(Х, У) = \ ах\/(х, уау + Ц (Х) + У(У) ф (в. (11) 
 Ъ 


Обратно, если мы найдем каким-нибудь способом функцию и(Х, У), удов- 
летворяюшую соотношению (9), то, на основании предыдущего, значение двой- 
ного иитеграла будет равио: 

ху 
\ах\ Ух. уау -и(Х, У-и(Х, В — и (а, У) на 6. (12) 


- +) 


& Г 


Сделаем тенерь лругое предположение, заменяя две стороны прямоугольника 
дугою АВ (черт. 19) некоторой кривой, у 
ордннаты которой моиотонно убывают при д 
возрастании абсциссы. ГА 


Пусть Х(х, у} — непрерывная функция 21] * 


внутри прямоугольника АСВО. Для любой 
точки /М этого прямоугольника параллели 3 
к осям встречают дугу АВ в двух точках Р 


и О соответственно, и двойной интеграл 
2 8 


гхи =) \ Ле уча 
вМО 0 


распространенный на площадь криволичей- 
ного треугольника РМО, есть непрерывная функция в этом прямоугольнике 


Черт. 1$. 1 


< 
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Записав этот двойной интеграл в форме (7), легко вывести, что он удовлетворяет 
Также соотношению (3). В этом можно убедиться и непосредственно следующим 
образом. Придалим Хи У приращения й и А; мы перейдем, таким образом, из 
точки М в соседиюю точку М". Обозначим через (1), (2), (3), (4) двойные интег- 
ралы, распространенные на области, отмеченные на чертеже теми же цифрами. 


Будем иметь: 
РВ, У =0 +0 9) +, 
Е(Хь = +6), Ра, УЕ = ОО), 
и следовательно, 
Е(Х-Ь У ЕС, УЧЮ-Е(Х+Ь ИЕ, И (3) 
ЙЕ ИЕ ^ 


2 


9ХЗУ 


мящихся к нулю ($ 21). С другой стороны, применяя теорему о среднем 
к двойному интегралу (4), получим: 


(4) = ААУ (Х И, У ОА. 


Приближая Й и # к нулю, получаем как раз формулу (9). 

Интеграл Р(Х, У) уравнения (9) равен нулю вдоль АВ. То же самое спра- 
ведливо и относительно его двух частных произволных первого порядка: дсй- 
ствительно, легко усмотреть из чертежа, что если точка М лежит на АВ, 
приращению / соответствует бесконечно малое прирашение второго порядва 
функции Л (Х, 7). 

. Эта формула аналогична основной формуле (8) ($ 75). 

Следующая формула представляет некоторую аналогию с формулою интегри- 
рования по частям. Пусть будет А конечная часть плоскости, ограниченная одною 
или несколькими кривыми произвольного внда. Функция Х(х, у), непрерывная 
в А, изменяется в области А между некоторым наименьшим значением 2% и 
некоторым наибольшим значением У. Провелем линии уровня }(х, у) = ч, где о 
заключается между 9, и У; предположим, что мы можем найти площаль той 
части области А, в которой значение /(х, у) заключается между 5 ит. Эта 
площадь есть пекоторая функция ЕР (0) от 9, возрастающая вместе с 9; площадь, 
заключающаяся межлу двумя бесконечно близкими линиями’ уровня, будет, оче- 
видно, равна Р(о-- А5) —2 (-.) -= АР” (ь +- 0Ао). Разбив эту площаль на бес- 
конечно малые части линиями, соединяющими две соседиие линии уровня, мы 
можем взять в каждой из этих частей такую точку (2, п), чтобы было Х (5, п) = 

2. 


= о -- 6А0; тогда сумма элементов двойного интеграла \ \гах 4у, соответствую- 
щих области между соседними линиями уровня, будет равна: 

(о -- До) Е’ (о во Ао. 
Следовательно, двойной: интеграл будет“равен пределу суммы: 


У (© -- 8А9) Е’ (0 -- Ао) Аз, 


Отношение в левой части имеет своим пределом при Я и, стре- 


т. е. равен" простому; иитегралу 


у и 
\ ОЕ" (9) 49 — УЕ (У) —\ Е (5) аз. 


Этот метод особенно удобен в том’:случае, ‘когда область интегрирования 
ограничена двумя линиями уровня: 


А (х, У = У (х, = и 


Пусть, например, требуется вычислить двойной интеграл \ \ ИЕ уахау, 
взятый внутри круга х? -- у?-=1. Полагая о = УГУ, мы видим, что 
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область интегрирования будет ограничена двумя линиями уровня © = 1, == у2,- 


и функция Р (0), представляющая площадь круга с радиусом, равным | р 1, 
будет равна х (02 — 1). Следовательно, двойной интеграл равен: 


у 
[нямо 5 (2И2—1)*. 


+ 


Предыдущая формула легко распространяется на двойпой интеграл 
бис, УС у) ахау, 


если мы обозначим через Р (0) двойной интеграл есь, у) ах4у, распро- 
страненный на часть области интегрирования, ограниченнуюзкривою 9 = (х, у). 


116. Формула Грина. Если функция /(х, у) есть частная производная 
по х или по у от некоторой известной функции, то одно из инте- 
грирований совершается непосредственно, и остается выполнить только 
одну квадратуру. Это простое замечание приводит к важной формуле, 
называемой формулою Грина (Стееп). 


. 3Р 
Рассмотрим сначала двойной интеграл зу 9% Чу, распространен- 


ный на часть плоскости, ограниченную контуром С, пересекающимся 
с прямыми, параллельными оси Оу, не более чем в двух точках (черт. 18). 

Пусть будут А и В те точки контура, в которых х будет максимум 
или минимум. Одна из прямых, параллельных оси Оу и проходящих 
между линиями Да и В&, пересечет С в двух точках т; и ть, с орди- 
натами у, иу,. Интегрируя сначала по у, найдем для двойного интеграла 


выражение: 
ь 


Ь Уз 
^Р `эР 
Ро у = \ [Р (х, у.} — Р(х, у.)] 4 


К Я 


чи 


ь 
Но интегралы | (х, у.) ах, \Р(, у.) 4х суть не что иное, как кри- 


а 
волинейные интегралы, взятые соответственно вдоль дуг Ат В и Ат,В; 
следовательно, мы можем представить предыдущую формулу в виде: 


[рн — | ро (13) 


причем криволинейный интеграл берется вдоль контура С в направлении, 
указанном стрелками, т. е. в положительном направлении, если оси 
координат расположены, как на чертеже. Чтобы распространить эту 
формулу на площадь, ограниченную контуром произвольного вида, мы, 
как и выше ($ 92), разобьем эту площадь поперечными линиями на 
несколько таких частей, чтобы контур каждой из них удовлетворял 


* В мемуаре Каталана (Саёайап) (Тоитай 4е Моше, 1-я серия, т. М, 
стр. 233) можно найти много приложений этого метода. 
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вышеуказанному условию, и применим предыдущую формулу к каждой 
из этих частей. 
Таким же образом получается формула: 


` (зо . 

— @х4у = а 14 

| бах \ 9%. (14) 
С 

причем криволинейный интеграл опять берется в прежнем направлении. 

Из равенств (18) и (14) находим: 


Др оф-—| | (2—>) 4х ау, (15) 
} 


© 


где двойной интеграл распространяется на площадь, ограниченную кон- 
туром С. В этом состоит формула Грина; она имеет много весьма 
важных приложений. Заметим только, что, полагая О-=х, Р==— у, 
мы получим выведенную выше ($ 92) формулу для выражения площадн 
замкнутой кривой через криволинейный интеграл. 


Н. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ. ОБЪЕМЫ. ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ. 


До сих пор при вычислении двойного интеграла мы разбивали об- 
‚пасть интегрирования на бесконечно малые прямоугольники прямыми, 
параллельными осям координат. Мы предположим теперь, что разбиение 
области интегрирования совершается помощью двух семейств кривых 
совершенно произвольного вида. 

117. Предварительная формула. Пусть будут и и 9 координаты точки 
относительно системы прямоугольных осей на плоскости, и х, у— ко- 
ординаты другой точки относительно другой системы ирямоугольных 
коорлинат, расположениых таким же образом* в той же плоскостн 
или в изоскости отличной от первой. Формулы: 


х==/(и, ), у==(и, 3) (16) 


устанавливают некоторое соответствие между точками обеих плоскостей. 
Прелположим: 1) что эти функции Х(и, 9), Ф (и, ®) непрерывны и имеют 
непрерывные частные производные, когда точка (и, 9) описывает часть А, 
плоскости (и, 9), ограниченную контуром С,; 2) что, на основании 


формул (16), части 4, плоскости (и, $) соответствует часть А плоско- 
сти (х, у), ограниченная контуром С, и что соответствие между точками 
обеих площадей .и обонх контуров аззаимно однозначное, т. е. каждой 
гочке областн А соответствует только одна точка области А, ,‚ и обрат- 


В (7, $) 


но; 3) что функциональный определитель А —= Рио не меняет знака 
® 
ы 


внутри С,, хотя и может обращаться в нуль в некоторых точках об- 
ласти А 


,. 

* Две системы прямоугольных осей называются одинаково расположенными, 
если переход от положительного направления оси х к положительному направ- 
лению оси у совершается в обоих случаях врашением в положительном направ- 
лении (например, против часовой стрелки), или в обоих случаях —- в отрицатель- 
ном направлении. (Ред.) 
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Здесь могут представиться два случая. Когда точка (и, 9) описывает 
контур С; ‚ двигаясь в прямом направлении ($ 94), точка (х, у) будет 
описывать контур С, перемещаясь постоянно или в прямом направлении 
или в направлении обратном. В зависимости от этого мы будем гово- 
рить, что рассматриваемое соответствие между областями А и А, — 
прямое или обратное. 

Площадь ® области А плоскости представится интегралом 


® — (ха», 
Е 
причем интеграл берется вдоль контура С в прямом направлении, Сде- 
пав замену переменных по формулам (16), получим: 


}—- = 4$ (и, 5), 


где новый интеграл взят вдоль контура С, в прямом направлении, при- 
чем должно взять знак -- или — в зависимости от того, будет ли со- 
ответствие прямым или обратным. Применим к этому новому интегралу 


формулу Грина, положив и ==х, о==у, Р-} ы. ‚9 = р. . Это дает: 
в 


9 _эР А В (А 3) Ф). 
и о (и, 5)’ 
поэтому 
И В (А $) 
== \\ Буи, =. } ди ао. 
А, 


Применяя к двойному интегралу теорему о среднем значении, по- 
лучим: 


у) . 
9—5, 23) , (17) 
О (<, 1) 
гле (Ё, 1) — координаты точки, лежащей внутри С, и %, — илощаль 
области А, плоскости (и, 9). Мы видим, что перед  правою ‘частью дол- 
жно взять знак | или — в зависимости от’ того, будет ли определи- 


тель А сам положительным или отрицательным. Следовательно, соответ- 
ствие будет прямым или обратным в зависимости от того, будет 
ли А положительным или отрицательным. 

`Формула (17)} устанавливает еще одну аналогию между функцио- 
нальными определителями и производными. В самом деле, предположим, 
что область А, плоскости неограниченно уменьшается во всех направ- 
лениях, так что все ее точки стремятся к предельной точке (и, 9). То- 
гда и область А будет неограниченно уменьшаться; поэтому отноше- 
ние площадей 9, ° будет иметь пределом абсолютное значение опреде- 
лителя А. Следовательно, подобно тому как производная есть отно- 
шение двух линейных элементов, определитель А есть отношение двух 
элементов поверхностных. С этой точки зрения формула (17) имеет 
сходство с формулою конечных приращений. 
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Примечание. Те предположения, которые были сделаны относительно соот- 
ветствия между областями Аи 4,, не все независимы между собою. Так, для 
Того, чтобы соответствие было однозначным, необходимо, чтобы определитель А 
не менял знака в области А: плоскости (и, 9). В самом деле, предположим, что А 
равно нулю влоль кривой *!, отделяющей ту часть области А,, где А поло- 
жительно, от той части, где А отрицательно. Рассмотрим весьма малую дугу ти, 
кривой \! и весьма малую часть области А, ‚ заключающую внутри себя дугу тип:; 
эта часть разделится дугою ця; на две области @1 и а’ (черт. 26). 


В то время как точка (и, 9) описывает площадь а1, в которой А положитель- 
но, точка (х, у) опишет площадь а с контуром тлр4, и направления движеция 
по обоим контурам пип:р:4:, тпра будут или одновременно прямые, или одно- 
временно обратные. Когда же точка (и, #) описывает площадь а,, в которой А 


отрицательно, точка (‹, у) опишет глощадь а’, причем движение по ее конту- 
ру ятаг будет совершаться в обратном направлении, если движение по контуру 
пи. совершалось в прямом. 
Поэтому площадь а’ должна от- 
р— части покрывать площадь а; таким 
образом всякой точке (х, у) общей 
р п ито части пгт площадей аи а' будут 
соответствовать не одиа, а две 
| п Точки (м, 9), лежащие по разные 

т 9“ стороны линии тип. 
1 м Положим, вапример, Хх, 
<, Я У=у?; мы имеем А-=2у. Если 
точка (х, у) описывает замкнутую 
площадь, содержащую отрезок аё 
Черт. 20. оси Ох, то легко видеть, что точка 
(Х, Г) будет описывать две пло- 
щади, расположенные над осью Х 
и примыкающие к одному и тому же отрезку АВ этой оси. Лист бумаги, сложен- 
ный вдоль прямой линии, дает представление о площади, описываемой точкою (Х, У). 
Для того чтобы соответствие было однозначным, недостаточно, чтобы опреде- 
литель А сохранял в области А, постоянный знак. Возьмем, например, Х = л? — у2, 
У—2ху; определитель А —=4 (х8 -|- у?) всегда положителен. Обозначая через (”, 0) 
(К, «) полярные координаты обеих точек (х, у), (Х, И), мы представим предыду- 
щие формулы в виде Ю-=7?, ®-'8. Будем изменять гота до (а В, и 8 


р 
от 0 до Ра, где а заключается между 0 и э ; точка (К, ®) опишет кольцеоб- 


разную полосу, заключающуюся между двумя окружностями с радиусами 4? и В. 
Но каждому значению угла ®, заключающемуся между 0 и 2а, соответствуют два 
значения угла 6: одно 8, , заключающееся между 0 иа, и другое, 6, заключаю- 
ющееся между х ип -- а. Площадь, описываемую точкою (Х, У), можно представить. 
при помощи плоской бумажной кольцеобразной полосы, концы которой отчасти 
находят друг на друга. 


118. Замена переменных, Первый способ. Сохраним предположения 
предыдущего параграфа относительно областей А, А}, а также и форму- 
лы (16); пусть будет Р(х, у} функция, непрерывная в области А. Ра- 
зобьем область А, произвольным образом на меньшие области а, 
.,...,@,; им будет соответствовать разбиение области А на области 
а, а,...,а,. Пусть будут ®; и 6, плошади двух соответствующих 
областей а, и @,; по формуле (17) имеем: 


_- |0, $) 
9 О(и,, 9) 


, 


где и‚, , — координаты некоторой точки области а,. Этой точке (и, , 9,) 
соответствует точка х,=У(и;, 9,), уу==9(и,, 9,} области а,. Поэтому, 
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полагая Ф (и, 9) = Е[Х(и, 9), $ (и, 9)], мы можем написать: 


Е я , р 
Уре , Ур) „= Ф (и,, 9) т 6; 
1=1 = 
отсюда, переходя к пределу, получим: 
р» 
| Е(х, а: ф= ЦЕ, 9), ф (и, 5}] |5 р Чи 4. (18) 


А А, 

Таким образом, чтобы произвести замену: переменных в двойном ин- 
теграле, должно заменить хиу их значениями в функции новых 
переменных и ий 9%, а произведение 4х ау -- произведением |А|аи а. 
Что же касается новой области инте- 
грирования, то мы ‘уже объяснили 
выше, как она определяется. 

Вообще, чтобы найти пределы, 
между которыми должны быть выпол- 
нены интегрирования при вычислении 
нового двойного интеграла, нет на- 
добности строить контур С, новой. 
области интегрирования 4,. В самом 
деле, будем рассматривать ии 9 как 
систему криволинейных координат. 
Если мы дадим в формуле (16) одному 
из переменных и, © постоянное зна- 
чение и будем изменять другое пе- 
ременное, то получим два семейства 
кривых и = соп%, 9—=<оп$. Вслед- 
ствие предположений, сделанных при 
выводе формул (16), через каждую 
точку области А проходит одна и Черт. 21. 
только одна кривая каждого из обоих 
семейств. Предположим для определенности, что кривая © == соп${ пере- 
секает контур С только в двух точках М, М,, соответствующих значе- 
ниям и, и, переменного и (и, < и.), и что все кривые 9), пересекающие 
контур С, расположены между кривыми 9 = а, 9 —=6(а< В) (черт. 2.). 
Тогда, интегрируя сначала по и и оставляя © постоянным, мы должны 
будем изменять и от м, до и, (и) и и, будут вообще функциями от 9) 
и затем снова проинтегрировать полученный результат по перемен- 
ному 7 между пределами а и Ё. 

Таким образом искомый двойной интеграл будет равен: 


Ь 1 
о | ЕСИ (иь 9), ф (и, 514 | Ч. 


. 


Ч: 


В сущности, замена переменных приводится к разбиению области 
интегрирования на бесконечно малые области двумя семействами кривых 
(#) и (9). Пусть будет ® площадь криволинейного четырехугольника, 
ограниченного кривыми (и), (и-- 4и), (9), (э-|- 45), где 4и и 4 поло- 
жительны; на плоскости (и, 9) этому четырехугольнику соответствует 
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прямоугольник со сторонами 4и и 49. Поэтому, на основании форму- 
лы (17), имеем и | А (&, 1) | 4и 4, где & заключается между и и ё- ди, 
а 1 — между оио-- 49. Выражение |А (и, 9) | 4и 4х называется элемен- 
том площади в системе координат (и, 9). Точное значение ® есть 


в —{ |4 (и, °) |+ =} 4и 4, 


где бесконечно мало вместе с 4ии 49. Но при вычислении предела 
суммы УР(х, у) ® количеством $ можно пренебречь; в самом деле, так 
как функция А(4, 9) непрерывна, то можно предположить кривые 
(и), (©) настолько близкими, чтобы все количества = были по абсолют- 
ному значению меньше всякого заданного положительного числа, и 
следовательно, чтобы сумма ХР(х, у}=4х4у также была по абсолют- 
ной величине меньше всякого положительного числа. 

119. Примеры. 1. Полярные координаты. Заменим прямоугольные 
координаты полярными. Мы имеем х-=рсоз®, у=рутю, и мы полу- 
чим все точки птоскости, изменяя р от 0 до -- со и ш от Одо 21. 
Функциональный определитель равен А ==0р, так что элемент площади 
есть р 4% 4р, как это можно легко вывести геометрически. Предположим 
сначала, что требуется вычислить двойной интеграл, распространенный 
на часть плоскости, ограниченную двумя прямыми ОЛ, ОВ, образую- 
щими с Ох углы в, ®., и дугою АВ, которая пересекается © полу- 
прямою, выходящею из начала не более чем в одной точке. Пусть будет 
К =$ (0) уравнение дуги АВ; так как ® заключается между ® и®., а 
2 может изменяться от О до Ю, то двойной интеграл от }(х, у) равен: 

93 ® 

| 4 | 7 с05 ®, р 51%) 2 40, 

Л 
В том случае, когда кривая АВ замкнутая и содержит начало коорди- 
нат внутри себя, должно положить ®, =0, ®, ==2п. Всякая другая об- 
ласть интегрирования может быть разложена на иесколько областей, 
подобных предыдущей. Предположим, например, что контур С есть 
замкнутая выпуклая кривая, оставляющая начало снаружи. Пусть бу- 
дут ОД и ОВ касательные, проведенные к этому контуру через начало 
координат, и Ю, =, (9), К.==$,(®) уравнения кривых АМВ, АМВ. 
При данном значении ©, заключающемся между ® и ®,, 0 может изме- 
няться от Ю, до №, и мы получим для двойного интеграла выражение: 


смз 
\ о \ Л(6 с0$ №, р) р 40. 
г к 
2. Эллиптические координаты. Рассмотрим семейство софокусных кривых 
второго порядка: р 2 
фа =ь (19) 


где \ обозначает произвольлый параметр. Через каждую точку нлоскости прохо- 
дят две кривых этого рода: это будут эллипс и гипербола, так как уравнение (19) 
имеет при всяких х и у один корень Х, больший с, и один положительный ко- 
рень №, меньший с2. Из соотношения (19) и из такого же соотношения, ио в ко- 
тором \ заменено через м, найдем: 


Ум, Иов ===. @} 
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Во избежание неопределенности мы будем рассматривать только ту часть плоско- 


сти ху, которая расположена в угле хОу (черт. 22). Точки этой области соответ- 
ствуют однозначно точкам части 


плоскости (), и), ограниченной пря- 


МЫМИ а лова, у __ 


Когда точка (), и) описывает 
контур этой области в направле- р 
нии, указанном стрелками, То, как 
видно из формул (20), точка (х, у} 
опишет оси Ох, Оу в направлении, 
указанном стрелками. Следователь- | 
но, здесь соответствие — обратное; в этом можно также убедиться, вычислив 2: 


Бу 1 РЗаний:- 
06 добер 


Черт. 22. 


120. Замена переменных. Второй способ. Выведем теперь общую 
формулу (18) другим приемом, опирающимся исключительно на самый 
способ вычисления двойного интеграла. Мы, разумеется, сохраняем при 
этом все те предположения, которые были нами сделаны ранее относи- 
тельно соответствия можду точками обеих областей А, А). Заметим 
сначала, что если формула верна для двух частных преобразований 


! ! 
х==Х(и, 9), и=Д (и, 9), 
г 0 
У==ф (и, 9}, 9—1 (и, 9), 
то она будет верма также и для преобразования, которое получается 
от последовательного выполнения обоих предыдущих преобразований; 
это следует из известного свойства функциональных определителей ($ 52): 
2(х, у) _ 2%. у Би ъ) 
Р (и, чэ') П(и, 9) О(и, 9) 


Точно так же, если формула верна для нескольких областей А, В, 
С,...,Ё, которым соответствуют области А. , В,, С, ..., Е, То она 
будет также верна и для области А В-|-С-+-...--Ё. Наконец, фор- 
мула верна, если замена переменных приводится к преобразованию 
координат: 


х == хо х' с0$ а — Узша, у=у, -- х'зта- У соза; 
мы в этом случае имеем А—1, и оба предыдущих интеграла равны: 


\\Е(х, у)4хау== 


хи 


== Ц х! с0за — у’зта, у -|- х'зта-Ну' соза) 4х 4у', 


д 


так как они выражают один и тот же объем. 
Мы выведем сначала формулу замены переменных для частного 
преобразования | 


х=ф(х, У уу, (21) 
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при котором области А соответствует другая обласль А, заключающаяся 
между теми же прямыми у=у,, у=у., параллельными оси Ох. Пред- 
положим, что каждой точке области А соответствует только одна точка 
области А’, и обратно. Если прямая, параллельная оси Ох, пересекает 
контур С области А только в двух точках, то и контур С’ области А' 
будет пересекаться тою же прямою также только в двух точках. Точ- 
кам т, и т, с ординатою у на контуре С соответствуют точки т, и 
тт на контуре С’. Но здесь могут представиться два случая в зависи- 
мости от того, будет ли соответствие прямым или обратным. Чтобы 
350 


различить оба эти случая, заметим, что если Ри положительно, то х 


у | 


Черт. 28. 


возрастает вместе с х, точки из и т, т, и т| расположены, как 


, 


указано на черт. 23, и соответствие прямое. Напротив, если НХ — 
ъ . с 
отрицательно, то соответствие’ — обратное. 
Рассмотрим первый случай. Пусть будут ху, лу, ху, х — абсциссы 
точек то, т, ть, т. Применяя к простому интегралу формулу за- 
мены переменного, имеем: 


} 


м ый 
ин т 99 
ЕР(х, у) 4х == РУ Уи ах, 
Хз х 


где у и у’ рассматриваются как постоянные; таким образом получаем: 


ы 


р м м и 

| ле У) 4х = | Е (%, У), У] рам 
` 

У № | м ‘ 


№ 
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Но в этом случае определитель Якоби А равен и предыдущую 


$ 
дх' › 
формулу можно также представить в виде: 


р 


фев, зу ах ау = | ЕГр, У), УПА аж ау. 

й - 
Бсли ут отрицательно, то формула может быть выведена таким же 

х 
образом. Очевидно, что она может быть распространена на область, 
ограниченную контуром произвольного вида. 
Таким же образом мы докажем, что, полагая 
— ! 
х==х', у=ф(м, У), (22) 

мы получим формулу: 


еб, ууакау = (Ри, фа", НАТ ал ду, 


=.“ АР 


причем точки новой области интегрирования А’ взаимно однозначно 
соответствуют точкам области А. 


Рассмотрим теперь общие формулы преобразования: 
х= (к, У), У=Л(мь, Ул). (23) 


Для большей наглядности будем рассматривать (х, у), (х, у.) как 
координаты двух соответствующих точек т, М, относительно одной и 
той же системы осей координат. Пусть будут А, А, соответствующие 
области, ограниченные контурами С, С;. Если мы присоединим к двум 
точкам 1, М еще вспомогательную точку и’ с координатами л'=ху, 
у’=у, то эта точка т’ опишет вспомогательную область А"; мы пред- 
положим сначала, что точки области А' находятся во взаимно одно- 
значном соответствии с точками каждой из областей А, А,. Между 
шестью координатами х, у, х., У, Х', У существуют четыре соотно- 
шения: 


— — #_— "—_ 
х=У(х, У), У=Л (1, У), Хх —х,, У — у. 
Отсюда прежде всего имеем: 


м =х, У = (Хх, 51); (24) 


равенства (24) определяют преобразование вида (22). Далее, из со- 
— 1 —_ ! ! 
отношения Уу’==). (х, у;) получаем у; == п (л', у), и следовательно, 


х==/(х', у) =9(х', У}, у==у'. (25) 


Таким образом рассматриваемое преобразование (23) может быть 
получено как результат двух частных преобразований (24) и (25), 
к которым применима общая формула (18); следовательно, эта формула 
ирименима также и к преобразованию (23). 


Примечание. Мы предполагали, что область, описанная точкою и’, на- 
ходится в однозначном соответствии с каждою из областей А, А,. Мы можем 
всегда этого достигнуть. В самом деле, рассмотрим в области А, линии, кото- 
рым в области А соответствуют прямые, параллельные оси Ох. Если прямая, 
параллельная оси Оу, пересекает каждую из этих линий только в одной точке, 
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то ясио, что каждой точке т области А соответствует только одна точка иг’ 
области А’. Поэтому достаточно разбить площадь А; на достаточно малые части, 
чтобы в каждой из Них это условие было удовлетворено. Если бы лииин об- 
ласти А оказались прямыми, параллельными Оу, то предварительно мы выпол- 
нили бы над (м1, у!) преобразование координат. 

121. Объемы. Подобно тому, как интуитивное представление площади 
плоской кривой приводит к аналитическому понятию об определенном 
интеграле ($5 66 - 68), аналитическое выражение, которое мы взяли за 
определение двойного интеграла, могло бы быть выведено из интуитив- 
ного представления объема, ограниченного цилиндром, плоскостью, 
перпендикулярною к его образующим, и частью какой-либо поверхности. 
Мы не будем, однако, развивать здесь рассуждение, приведенное 
выше (5 67), и дадим, наоборот, чисто аналитическое определение 
объема, ограниченного замкнутой поверхностью. Пусть будет У 
замкнутая поверхность, которая разделяет все пространство на две 
различных области: внутреннюю область О и внешнюю 0!: две точки 
одной и той же области всегда могут быть соединены ломаной, не 
пересекающей поверхности У, между тем как всякая ломаная, соедн- 
няющая точки двух различных областей, имеет, по меньшей мере, одну 
общую точку с У. 

Чтобы определить объем такого рода области, мы пойдем тем же 
самым путем, которым мы шли для определения площади плоской кри- 
вой. Назовем многогранной областью всякую ограниченную область, 
граница которой состоит из конечного числа плоских многоугольных 
областей, называемых гранями. Всякая многогранная область может 
быть получена посредством соединения конечного числа выпуклых 
многогранников; объем этой области определяется в элементарной гео- 
метрии. Пусть будут Р и р — две многогранные области, из которых 
первая содержит О, а вторая сама содержится в О, и пусть Ири 
У, — соответствующие объемы. Мы имеем всегда И» > У» и слехо- 
вательно, числа Ур имеют нижнюю границу \, а числа У, — верхнюю 
границу У'; сверх того, мы имеем У'= И. Еслн У'-=И, то говорят, 
что область О имеет определенный объем, и число У принимают за 
меру этого объема. `Следующие предложения доказываются так же, 
как и в случае плоских площадей ($ 77 и 78). 

Чтобы область О имела объем, необходимо н достаточно, чтобы, 
каково бы ни было положительное число &, можно было найти, 
такие две многогранные области Р и р, из коих одна содержит ВБ 
а другая сама содержития в 0), чтобы разность Ур— У, была 
меньше в. 

Если область О может быть разбита на несколько обла- 
стей О, О,,..., О,„, оббемы которых суть соответственно .У.. 
У,,....И то область О имеет объем 


ИИ и, +... И, 


Если все пространство разделено на кубы со стороной р посред- 
ством плоскостей, параллельных трем взаимно перпендикулярным 
плоскостям и равноотстоящих друг от друга, то сумма обземов 
кубов, внутренних по отношению к.О, имеет пределом ‘объем У. 


% 
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когда сторона р стремится к нулю, тогда как сумма объемов кубов, име- 
ющих одну или несколько общих точек с границей 0, стремится 
к нулю. 

Возьмем сначала область 0, ограниченную цилиндром, нормальное 
сечение которого представляет собой замкнутую плоскую кривую С, не 
имеющую двойных точек, плоскостью @, перпендикулярною к образую- 
щим цилиндра, и частью поверхности 5, внутреннею по отношению 
к цилиндру, которую любая параллель к образующим цилиндра пере- 
секает в одной и только одной точке. Возьмем плоскость О за пло- 
скость ху, а одну из параллелей к образующим цилиндра за ось 2; 
пусть 2 = (х, у) — уравнение поверхности $; }(х, у) есть функция, 
непрерывная внутри плоской области 4, внутренней по отношению 
к кривой С — нормальному сечению цилиндра плоскостью 2 ==0. Мы 
предноложим, сверх того, что {(х, у} == 0. Разделим теперь. плоскость ху 
на квадраты со стороной о посредством прямых, параллельных осям 
координат и равноотстоящих друг от друга, и построим затем две 
многогранные области Ри р следующим образом. На каждом из тех 
квадратов плоскости ху, которые имеют хотя бы одну общую точку 
с С, построим прямую призму, имеющую основанием этот квадрат, 
а высотой — верхнюю границу М функции Г(х, у); на каждом квадрате, 
внутреннем по отношению к С, построим таким же образом прямую 
призму, имеющую своим основанием этот квадрат, а высотой — верхнюю 
границу М, функции Х(х, У) в том же квадрате. Ясно, что эти призмы 
образуют многогранную область Р, содержащую 0. На каждом вну- 
треннем квадрате построим также прямую призму, имеющую основанием 
этот квадрат, а высотой — нижнюю границу т, функции У(х, у) в том 
же квадрате. Множество этих новых призм представляет собой много- 
гранную область, содержащуюся в О. Разность Ур — И, объемов этих 
двух многогранных областей меньше, чем М1 -- А®, где т есть сумма 
площадей смешанных квадратов, А — площадь области @, ® — верхняя 
граница колебания *функцни Х(х, У} в квадрате со стороной р. Но мы 
можем взять р столь малым, чтобы каждое из произведений Му, А® 
было меньше любого заданного числа =. Область /) имеет, следовательно .. 
определенный объем. 

Этот объем равен двойному интегралу 


У= \ {4 у) 4х ау, 


., 


р 


так как, каково ‘бы ни было 6, объем Ир превосходит этот двойной 
интеграл, в то время как объем У, остается меньше того же интеграла 

Область, ограниченная замкнутой новерхностью, которая встречается 
с параллелью к О2 не более как в двух точках, может рассматри- 
ваться как разность двух областей, подобных предшествующей. Объем 
ее будет, следовательно, равен разности двух двойных интегралов. 
Наконец, всякая область, ограниченная произвольной замкнутой по- 
верхностью, которая, однако, встречается лишь в конечном числе точек 
с параллелью к Ог, может быть разбита на некоторое число областей, 
граница которых встречается с параллелью к О не более как в двух 
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точках. Объем этой области выразится, следовательно, алгебраической 
суммой двойных интегралов. 

122. Вычисление объемов. Рассмотрим, как мы это делали выше, часть 
пространства, ограниченную поверхностью 5, расположенною над пло- 
<костью хОу, самою этою плоскостью и цилиндром, образующие 
которого параллельны оси О.. Предположим, что сечение цилиндра 
плоскостью 2==0 есть контур, образованный, как на черт. 18, двумя 
прямыми, паратлельными оси Оу, и двумя дугами кривых Ат. В, Аи, В'. 
Если 2==/(х, у) есть уравнение поверхности $, то объем, ограничен- 
ный таким образом, представится интегралом 


Ще и У) ау. 
а У 
| 


Но интеграл \л Г(х, у)4у представляет площадь сечения этого объема 


плоскостью, параллельною плоскости уг; поэтому предыдущую формулу 
‘можно также представить в виде: 


Ь 
у = \ Мах. (26) 


Очевидно, что каждый объем, ограниченный произвольною поверх“ 
ностью, равен алгебраической сумме некоторого числа объемов, огра- 
ниченных так, как было сказано выше. Так, например, для вычисления 
объема, ограниченного замкнутою выпуклою поверхностью, мы можем 
описать около этой поверхности цилиндр с образующими, параллель- 
ными оси Ог, и вычислить разность двух объемов, подобных рассмо- 
тренному выше. Таким образом формула (26) применима ко всякому 
объему, ограниченному двумя параллельными плоскостями х-=а, 
х=8(4а<3) и поверхностью произвольного вида, причем 9 обозначает 
площадь сечения этого объема плоскостью, параллельною двум пре- 
дыдущим плоскостям. Предположим, что промежуток (а, 6) разбит на 
меньшие промежутки а, х,, х,,...,х,_1, 6; пусть будут Э%, З[1,..., 
\,,... площади сечений, соответствующих плоскостям х==а, х =х:,... 


> > 


Определенный интеграл \ ЭГах есть предел суммы 


ма) Ех)... 


Теометрический смысл этой суммы очевиден. В самом деле, например, 
У _1(х,—х,_1} представляет объем цилиндрического слоя, основанием 
которого служит сечение, образованное плоскостью х=х, 1, а высо- 
тою — расстояние между двумя соседними плоскостями. Следовательно, 
искомый объем есть предел суммы таких бесконечно тонких цилиндри- 
ческих слоев, что совершенно согласуется с обычным понятием об объеме. 

Если выражение площади З[ в функции от х известно, то искомый 
объем получается посредством одной квадратуры. Предположим, напри- 
мер, что требуется определить объем, ограниченный поверхностью вра- 
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щения и двумя плоскостями, периендикулярными к ее оси. Примем. эту 
ось за ось О+, и пусть будет г =Х(х) уравнение меридиана в плоско- 


сти х2; в этом случае сечение объема плоскостью, параллельною пло- 
[и 


скости уг, есть круг радиуса /(х%), и искомый объем равен п\ (ХА 
| | : 
Найдем еще обьем части эллипсоида 


2 2 2 
х г 
РГ! 
заключающейся между двумя илоскостями х-==х,, х==Х. Сечение эллии- 


соида плоскостью, параллельною плоскости х—=0, есть эллипс, полу- 
оси которого равны 


о У 
5 >, си :-*: 


следовательно, искомый объем равен: 


Хх 
` х? Х3— №8 
-= | ве 1—2 акб (Х— к — }. 


За? 
№ 


Чтобы иметь объем всего эллиисонда, достаточно положить ху == — а, 


4 
=—=— а, что дает 3 пабе. 


123. Объем, ограниченный линейчатою поверхностью. Когда илощадь % 
есть Целая функция второй степенн от х, то объем выражается очень просто 
через площади В, В’ двух крайних сечений, через площадь 8 среднего сечения 
и через р‘сстояние й между двумя крайними сечениями. Приняв илоскость сред- 
него сечения за плоскость у?, имеем: 


--а 
"| (1 - 2тх + п) ах: -Ш 5. -Н 2на; 


—а 


с другой стороны, мы имеем: 


й—=2а, 6—п, В-=1 нЭтаф п, В' — [9 — Эта Ви, 
откуда 


п =, = ‚ 3142 = В- В'— 96. 
Отсюда получаем‘ формулу: 


+844. т 


В частности, формула (27) применима к объему, ограниченному двумя параллель- 
ными плоскостями и какою-нибудь линейчатою поверхностью. В самом деле, пусть 
будут у=ах р, 2= 6х -- д уравнения подвижной прямой, где а, 6, р, 4 суть 
непрерывные функции переменного параметра & принимающие опять начальнье 
значения после. перехода от & к Г. Эта прямая опишет линейчатую поверх- 
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ность, и площадь сечения этой поверхности плоскостью, параллельною плоско- 
сти Х==0, будет иметь выражение (у 94): 


Т 
УГ \ (аж +- р) (6'х +4) 4, 


СИ 


5 


где а', В’, р’, 4' обозначают производные от а, 6, р, 4 по Ё эти производные 
могут быть прерывными для конечного числа значений параметра & между ци Г, 
что будет в том случае, если линейчатая поверхность состоит из частей различ- 
ных поверхностей. Последний интеграл можно также представить в виде: 


т т т 
=" \ аб" а +х \ (24 -- 06") @--)\ 99’ Е; 
. ь ло Е 
интегралы в правой части, очевидно, не зависят от х. Следовательно, к искомому 
объему применнма формула (27). Можно заметить, что из нее можно получить 
выражения большей части объемов, вычисляемых в элементарной геометрии, 
124. Площадь кривой поверхиости. Аналитическое определение иэ- 
верхности осуществляется следующим образом. Пусть будут Х/(и, 9), 
ф (и, 9), Ф(и, 9) — функции двух переменных и, 9, непрерывные, когда 
точка с координатами (и, 9) остается в области Ю плоскости, ограни- 
ченной замкнутым контуром Г. Когда точка (и, 9) описывает область Ю, 
то геометрическое место точек пространства, прямоугольные координаты 
‘которых суть х= (а, 9), у=Ф(и, 9), 2 =Ф(и, ©), есть некоторая по- 
верхность $5, а кривая Г, соответствующая кривой [Г плоскости (и, 5), 
есть контур этой поверхности. Мы будем говорить, что поверхность $ 
есть правильная, если можно выбрать параметры ии 9 так, чтобы 
были выполнены следующие условия: 1) точки поверхности 5$ и обла- 
сти А плоскости (и, 9) находятся во взаимно однозначном соответствии, 
так же как и точки их контуров Ги [; 2) функции Х, $, Ф имеют 
частные производные первого порядка, непрерывные в А и на [; 
2(х, у) Б(,2г) Бе, х) 
О (и, %)’РО(и, ч)’ Оци, 5) 
в нуль ни в одной точке № или Ё. Сначала мы будем рассматривать 
лишь правильные поверхности или же такие, которые состоят из ко- 
нечного числа кусков правильных поверхностей. 
В точке М правильной поверхности, соответствующей точке (и, 9) 
области Ю, эта поверхность имеет касательную птоскость, уравнение 
которой есть ($ 61): 


А(Х— х)-- В(У—У-С(7- 2) =0, 


3) якобианы не обращаются одновременно 


где 


О (п, э) О(и, 5)’ ^^ Ошо’ 


д—20,9 в_2ем с _ Ре) 


направляющие косинусы нормали имеют выражения: 
А = В ЕС 
а —= —— ==, =, 
Ув С2’` узфыче’' узиа 
причем во всех трех формулах нужно взять один и тот же ‘знак. Этот 
двойной знак соответствует двум противоположным направлениям нор- 
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мали, из коих любое мы можем принять за положительное. Например, 
если мы хотим иметь косинус направления, составляющего острый угол 
с осью О2, то мы должны будем взять знак, совпадающий со знаком С. 
Если мы заменим и и 9 функциями параметра &, то точка (х, у, 2) 
опишет на поверхности $ некоторую кривую, и квадрат линейного 
элемента этой кривой, который мы получаем, возводя в квадрат выра- 
жения 4х, 4х, 42 и складывая результаты, выразится формулой: 


45 — Е ди? -- 2Раиау -|- Ц ач?, (28) 
хде положено 
9х 9х 9х } 


в=$ (м) "=, 0=5 (5 


знак $ указывает, что пужно заменить х через у, затем через 2 и 


результаты сложить. Эти функции ЕЁ, Р, С играют важную роль в уче- 
нии о поверхностях; если 1, ф, Ф суть действительные функции, что 
мы и предположим, то ясно, что Е, @, ЕС - 2? положительны. 

° Коэфициенты А, В, С зависят не только от точки, взятой на 
поверхности, но также и`от осей координат, между тем как ЕЁ, Ё, Ца 
вовсе не зависят от выбора координатных осей, а зависят только от 
поверхности 5 и от взятых нами переменных й и 9. Сказанное яв- 
ствует из геометрического смысла этих коэфициентов; можно, впрочем, 
убедиться в этом и непосредственно, если воспользоваться формулами 
преобразования координат. Но эти шесть функций связаны важным 
соотношением: 

А? -{- В*-- С? =ЕС — [2,3 


которое выводится из тождества Лагранжа: 
(а — ба")? —- (6с' — сё!) - (са — ае)? = 
а --иН- 2 9-68) — (а, 


заменяя в нем а, 6, с, а', В, с’ через 8х. м се 
ди ди 39 

Мы вывелем еще одну предварительную формулу. Пусть будут х— 
часть Ю, ограниченная замкнутым контуром с, т — внутренняя точка г, 
$ — часть 5, соответствующая г, у — контур 5, и М— точка $5, соот- 
ветствующая т. Предноложим, что область г настолько мала, что 
параллель к нормали в М может встретить 5 не более как в одной 
точке. Ортогональная проекция этой поверхности 5 на плоскость, ка- 
сательную к поверхности в точке /М, представляет собой плоскую об- 
ласть 5’, ограниченную замкнутою кривою 1’ — проекцией у. Пусть 
будут и — площадь г, а с — площадь $'; найдем сначала выражение 


соответственно. 


6 . 
отношения 5 (ср. $ 117). Для этого представим себе, что точка М 


выбрана за начало координат, за ось г взята нормаль в М, а за оси х 
и у — две какие-нибудь прямые, лежащие в касательной плоскости, 
взаимно перпендикулярные и выходящие из М. Если и, 9, — коорди- 
наты точки т в плоскости (и, 9), то, поскольку касательная плоскость 
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в начале координат есть плоскость #=0, мы имеем А, = В, ==0, 
а следовательно, С? == ВЧ, — Ру, причем индексом пуль обозначено 
значение функции переменных ий их при и-=и,, о=9,. Площадь 6 
есть площадь, ограниченная кривою 1’, которую точка (х, у) описывает 
в плоскости 2 =0, когда точка (и, 9) описывает контур с; мы имеем, 
следовательно (5 117), о=0|С(и, %')|, где и и <’ суть координаты 
некоторой точки м’ внутри контура с. Функции |С(и, о) | и УЕЗ— Е, 
равны, как мы только что видели, при и=и,, 9==%,; так как эти 
функции непрерывны, то, если область г весьма мала, их ‘разность 
при #=№, о==% также весьма мала, и мы имеем: 


= ИЕ — 29-. :}, 


где ЕЁ’, Ё', С' суть значения Ё, К, С для координат &', ©’ точки области и, 
а = бесконечно мало одновременно с измерениями этой области г. 


Это число = стремится равномерно к нулю одиовременно с наибольшим из- 
мерением области г. В самом делее мы имеем: 


__ А’ -- Ва 
| СО-У АЗ В - С° 


дритсе/_ АН? 
<у А’ -- В" ] Фа | ЕВС < Ни 8, 
где Н есть максимальное звачение радикала ЕС — 2, а @— угол между нор- 
малями в двух точках (1, 90) и (и’, 9’) поверхности 5. Следовательно, нам доста- 
точно будет показать, что острый угол @ между нормалями в двух соседних точ- 
ках М, М’ поверхности $ стремится равном :рно к нулю вместе с расстоянием ММ". 
Но, какова бы ни была система координат, мы имеем: 


(АВ'’— ВА’ + (ВС' — СВ’) + (СА' — АС 
(А В Е САН в 


$112 8 — 


и правая часть этого равенства есть пепрерывиая функция четырех переменных 
и, 9, ш, 9, обращающаяся в нуль при и’ — и, 0'-—=1. Следовательно, она равно- 
мерно стремится к нулю вместе с (и’— из -- (о'’— 9}? ($ 8, 12). 


Представим себе теперь, что область А плоскости (и, 9) разбита 
на м частичных областей и ,...,”,, причем область г, ограничена 
замкнутой кривой с;, и возьмем внутри г, какую-либо точку т, (и,, ®,). 
Этой области и, и кривой с, соответствуют на $ часть поверхности 5, 
и ее контур у,. Пусть М, — точка $,, соответствующая точке т, ; мы 
предположим, что все области г, взяты столь малыми, что параллель 
к нормали в точке М, встречает 5; не более как в одной точке *. Про- 
екция поверхности 5, на касательную плоскость в М, представляет со- 
бой плоскую область, площадь которой равна в,. Когда число п неогра- 
ниченно возрастает, и притом так, что все области у, стремятся к нулю 
но всем своим измерениям, то сумма этих плоских площадей 


в -|-9,--... 0, =9 
`* Этот пункт может быть доказан со всей строгостью (ВиЦеНп ае (а Зое 
таб пан це, т. ХХХУШ, 1910, стр. 139). Мы избежим всяких затрулиений, если 


назовем площадью проекции $ абсолютную величину интеграла \ ух, взятого 
вдоль *; (ср. $ 93). | 
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стремится к пределу, который мы и называем площадью поверхности $. 
В самом деле, мы имеем, на основании только что доказанного: 


9 — №, УР. 6, — 22-- в, , 


где ®, есть площадь г, и’, о’ — координаты точки, принадлежащей г, 
а =, — бесконечно мало. Сумма Уш,.е, стремится к нулю, так как Е, 
стремится к нулю равномерно; следовательно, 9 имеет пределом двой- 
ной интеграл 


А == ({ УЕЧ— ЕЁ диао. (29) 
ю 


Таково выражение площади поверхности 5 *. 


125. Элемент поверхности. Выражение уУ/Е@ — Е? ци 4о есть элемент 
площади поверхности $ в системе координат (и, 9}. Точное выражение 
площади малой части поверхности, заключающейся между кривыми (и), 
(и 4), (), (®-Р 40), есть (У Е@ — Е? -| +) ди 4, где е бесконечно мало 
вместе с 4и и 4%, но, как и выше, нетрудно убедиться, что членом 
=4и4о можно пренебречь. Это выражение элемента площади можно 
легко получить из простых соображений диференциальной геометрии. 
В самом деле, если мы примем бесконечно малую часть рассматриваемой 
поверхности за параллелограм, построенный в касательной плоскости 
к поверхности 5 в точке (и, 9), то площадь этой части будет равна 
произведению длин двух сторон на синус угла между кривыми (и) 
и (5). Далее, если мы примем приращение дуги за диференциал 
45, то, по формуле (29), длины сторон параллелограма будут 
У Еаи, И (аз при положительных 4и и 4%. Что касается угла а меж- 
ду обеими кривыми, то направляющие параметры касательных к этим 


9х ву 94 9х ду 92 
кривым равны соответственно $ и - 


ди’ ди’ ва 0’ 90’ 90, отсюда 
имеем: 
х3х 
аи 39 Е 
с05 & = ==, 
6 эх\* / сд ИЕС 
ди 5(;) 
и следовательно, 
Е — Е? 
$1 «И В9— № . 


УЕС 
* Это определение имеет в своей основе замену бесконечно малой области 
поверхности 5 бесконечно малым куском плоскости; касательной к поверхности 
в точке этой области. Казалось бы более естественным принять определение, 
аналогичное определению длины дуги кривой, т. е. определить площадь 5 как 
предел площади влисаиной многогранной поверхности, число граней которой 
неограниченно возрастает, а ваибольшая длина ребер стремится к нулю. Шварц 
(Зспуагр) дал простой пример, из которого обнаруживается следующий, на 
первый взгляд, парадоксальный факт: плошадь этой многогранной поверхности 
не стремится ни к какому пределу, если мы не добавляем некоторого дополни- 

тельного условия (см. упражнение 12, стр. 320). 
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Выполнив умножение, мы придем к прежнему выражению элемента по- 
верхности. По поводу формулы для с05@ можно заметить, что’ коэфи- 
цмент Р равен нулю, если оба семейства кривых (и) и (9} образуют 
ортогональную сеть, и притом только в этом случае, 

Если поверхность $ обращается в плоскость, то мы опять приходим 
к найденному выше выражению ($ 118). В самом деле, полагая Ф (и, о) = 0 
имеем: 


‚ _ [9х\* ду\* ;__ дхах | дуду _ [9х\? ду\? 
== (>) + (®) Риз Рыб = +(; | 


’ 


и, по правилу возведения в квадрат определителя, получим: 


[4% ы |] 

м и 9 = = Е9—г* 
ду ду Е а 
[13% 89 


Таким образом И ЕЯ—Е обращается в [А |- 


ПРИМЕРЫ. 1]. Пусть требуется найти площадь той части поверхности $, пред- 
ставляемой уравнением 2==Х(х, у), которая проектируется на плоскость хОу об- 


ластью А, причем в этой области функция }(х, у} и ее производиые р=\ и 
х 
/ 
=. непрерывиы. Принимая х и у за независимые переменные, получим 


Е— 1 м, Р-р. @=1-4, и искомая площаль представится двоРным 


интегралом 
= (| ИГЕРЕРаха = [|154 (30) 
`В Е: 


с0$1 ' 


где у обозначает острый угол, образуемый пормалью к поверхносли с осью О2. 

2. Вычислим площадь части поверхности кращения, заключаюше?гся межлу 
лвумя пагаллелями. Примем ось поверхности за ось О2, и пусть будет 2 ==} (х) 
уравиение меридиана в плоскости хОг. Принимая за независимые переменные 
полярные координаты ри ® пгоекции какой-нибудь точки новерхности иа пло- 
скость хОу, имеем для координат этой точки поверхности выражения: 


х=рсозю, у==рзшо, 2==}(5). 


дара Е У (+ 9 4, 
Е =-Н" (2), Е=0, @ =, 


“Отсюда 


Чтобы получить часть поверхности, заключающуюся между параялелями 
< радиусами ру и ро (61 < р), очевидно, нужно изменять р от ру до рр, и ® — от 
0 до 2г. Следевательно, для искомой глощади имеем: 


№ 2" ба 
= ар ИГРЕ ую == 2=\ рИТЕУ. 
но ; 


н нам остается выполнить только одну квадратуру. Обозначая через $ дугу ме- 
рилмана, находим: | 
252 — 40? -|- 422 — 48 [1 +} (6); 
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поэтому предыдущую формулу можно представить в виде: 


(= \ 216 45. 


Ра 


Геометрическое истолкование этой формулы очевидно: 2пр 45 есть боковая 
поверхность усеченного конуса, образующая которого равиа 45$, а радиус сред- 
ней окружности равен р. Рассматривая площадь, заключающуюся между двумя 
бесконечно близкими параллелями, как боковую поверхность усеченного конуса, 
мы и придем к формуле для 5. 

Например, если мы имеем параболоид, образованный вращением параболы 
х? = 2р2, то площадь части поверхности этого параболоида, ограниченная парал- 
лелью радиуса и, равна: 


’ 3 
_ 2 >. 
2 | р ИР а = 3 9) — 


0 


126. Задача Вивиани. Опишем на ра- 
диусе ОА—Ю шара как на диаметре 
круг С и найдем объем части шара, заклю- 
чающейся внутри круглого цилиндра, для 
которого круг С служит перпендикулярным 
сечением. Примем центр шара за начало 
коогдинат. Четверть искомого объема будет 
равна двойному интегралу 


и НИ 
4 —\\ У к? — > — тахау, 


расиространенному на половину круга, 
описанного на ОЛ как на диаметре. Перей- 
дем к полярным координатам р, ®. Угол о 


может изменяться от 0 до = радиус о от 0 


до Ю со, и мы имеем: 


2 Юсозю 9 
у › ” 1 3 . 
я == | 4% | И Е — тар — = (92 — р)? ]9 5 фо, 
0 [в] и 
или 
2 
Ут [ № (= 2 
— = 3 — ЮЗ: = = [^^ 
4 5 | (@ КЗ а в) 4 — (5 =). 
0 


Вычитая из шара часть, заключающуюся внутри рассматриваемого цилиндра 
и внутри другого такого же цилиндра, расположенного симметрично с первым 
относительно оси О», МЫ найдем, что объем оставшейся части равен: 


4) 88/= 2\ 16 
3 ®— 5 (3-3) =5® 
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Площадь ® части поверхности шара, содержашейся внутри предыдущего 
цилиидра, получится из формулы: 


9—4 \УГЕРЕфакау. 


х 
Заменяя р и 4 их значениями и —> и переходя к полярным коорди- 


натам, находим: 


2 Псозю | 
8—4 [4 _ №4 _ 4 


ув-е=“)— ЮУ 28 < ць, 


=<—> 52| я 


ИЛИ 


Е 
9—4 | (1 — зв) до -= 488 (+1) 
0 


Вычитая из поверхности всей сферы часть, содержащуюся внутри двух 
вышеупомянутых цилиндров, мы получим для остающейся части выражение: 


4кЮ — 88 (5 — 1) — 802, 


Ш. РАСШИРЕНИЕ ПОНЯТИЯ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА. ИНТЕГРАЛЫ ПО 
ПОВЕРХНОСТИ. 


127. Двойиые интегралы по неограниченной области. Пусть /(х, у) — 
функция, ограниченная и интегрируемая в любой части плоскости, 
внешней по отношению к некоторой замкнутой кривой Г. Двойной 


интеграл \ \ (в, 5) 4х ау, распространенный на область, заключенную 


между Г и некоторою другою замкнутою кривою С, внешнею по отноше- 
нию к Г, имеет конечное значение. Если этот интеграл имеет предел, 
когда кривая С безгранично удаляется во всех направлениях, то этот 
предел есть, по определению, двойной интеграл функции Х(х, у), рас- 
пространенный на часть плоскости, внешнюю по отношению к Г. Мы 
говорим, что переменная кривая С безгранично удаляется во всех 
направлениях, если, начиная с некоторого момента, эта кривая остается 
вне окружности произвольного радиуса Ю, описанной из некоторой 
неподвижной точки как из центра. 

Условие, необходимое и достаточное для существования этого пре- 
дела, есть следующее: пусть будут С, С' — две произвольные замкнутые 
кривые, охватывающие кривую Г, а 8(С, С’) — разность двух двойных 
интегралов, распространенных на области, ограниченные кривыми (Г, С 
и (Г, С’) соответственно. Необходимо и достаточно, чтобы разность 
8(С, С’) стремилась к нулю, когда обе кривые С и С неограниченно 
удаляются во всех направлениях и притом независимо друг от друга. 

Очевидно, что это условие необходимо. Оно также и достаточно. 
В самом деле, рассмотрим последовательность замкнутых кривых 
С, С... С ..., внешних по отношению к Г, охватывающих одна 
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другую и безгранично удаляющихся во всех направлениях при беспре- 
дельном возрастании л. Так как разность 0(С„, С„) стремится к нулю, 
когда оба числа и и п неограниченно возрастают, то двойной инте- 
грал, распространенный на область, заключенную между Ги С,, стре- 
мится к пределу 7 ($ 5). Возьмем теперь другую замкнутую кривую С’, 
произвольной формы, которая неограниченно удаляется во всех направ- 
лениях. Так как разность 8(С', С,), ло предположению, стремится 
к нулю, то двойной интеграл, распространенный на’ область, заклю- 
ченную между Ги С’, также стремится к /. 

Мы предположили для определенности, что область интеграции без- 
гранична во всех направлениях, но ясно, что в этом предположении нет 
никакой необходимости. Мы можем, например, рассматривать область 
интеграции, ограниченную двумя данными прямыми и переменною кри- 
вою, которая неограниченно удаляется внутри угла, образованного 
этими прямыми. Прелшествующие рассуждения применяются без 
изменений. 

ПрРимМЕР. Рассмотрим фупкцию (<, 5}, имеющую вне круга с цеитром в 
пачале координат и с радиусом / вид: 


к-р 


причем числитель $ (х, у) всегда содержится между двумя положительными чис- 
лами т и М. Примем за кривые С окружности, концентрические с первою. 
Двойной интеграл, распространенный на илоское кольшю, заключающееся между 
двумя окружностями с радиусами ги КЮ, будет нметь выражение: 


2х Юю 
[ 6 | ф (2503 ®, рып ©} р. 
С г 


ра 


0 
следовательно, этот ДВОЙНОЙ интеграл содержится между двумя интегралами 


ь ь 
2хт 42 рам | 4 
7 


, 
224—1 


При неограничениом возрастании Ю рассматривасмый иитеграл имеет пре- 
дел, если 24 — Е |, т. с. сслиа>1 ($ 90). Напротив, при «= 1 иитеграл не- 
ограниченно возрастает вместе с А. 


Из необходимого и достаточного условия, полученного вые, тот- 
час же следует, что двойной интеграл \\ (>, у) 4х 4у имеет предел вся- 


„9 


|+ 


кий раз, как его имеет интеграл АА (х, у) | 4х ду. Но здесь существует 


важное отличие от случая одного независимого переменного. Если 
функция /(х, у} сохраняет постоянный знак, например, если она поло- 
жительна, то, чтобы узнать, стремится ли интеграл к пределу, доста- 
точно рассмотреть последовательность замкнутых кривых С, С., ... 
..., Сь--.. охватывающих одна другую, причем С„ безгранично уда- 


и 
ляется при беспредельном возрастании п. Если двойной интеграл 


== АА (х, у) 4х 4у, распространенный на область Ю, заключенную 


между Ги С,„, при неограниченном возрастании я стремится к пре- 
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делу /, то интеграл /, распространенный на область А!, заключенную 
между Г и замкнутою кривою С’ произвольной формы, безгранично 
удаляющеюся во всех направлениях, стремится к тому же пределу. 
В самом деле, контур С’ заключен между двумя контурами С„, Си, 
которые безгранично удаляются одновременно с С’. Мы имеем, ледова- 
! 

тельно, /„<П<.Г,.и„, и таким образом, /' имеет пределом Г. 

Если функция /(х, у} не имеет постоянного знака, то двойной ин- 
теграл, распространенный на любую область, равен разности двух 
двойных интегралов с положительными элементами 


{ис ака {ль ака — (ль ука, 


между тем как 
у сетах ау Дл у) ахуе, ах ау; 


здесь положено Л =/, если />0, и д=0, если < 0; точно так же 
№==0, если > 0, и А —= —Х если /<.0. Тогда, если двойной инте- 


грал \ Ил, у)|[4х4у не имеет’ предела, то ло меньшей мере один из 


двойных интегралов \\ лажа, \л 4х 4у неограниченно возрастает. 
Если оба эти интеграла беспредельно возрастают, то их разность 
неопределенна В самом деле, применяя те же рассуждения, что и при 
исследовании полусходящихся рядов (см. ниже, гл. УП), доказывают, 
что можно так выбрать семейство переменных кривых, что предел 
двойного интеграла \ ис, у)4х4у оказывается равным любому напе- 
1 & 
ред заданному числу; при этом предполагается, что функция / ограничена. 
Приведем пример, предложенный Кэли (Сау[еу). 
Пусть будет /(х, у) == эт (х? -| у?); интегрируя сначала внутри квад- 
рата со стороною а, мы получим для двойного интеграла выражение: 


а 
с0$ дах. \5т у? ау. 
о 


ах 


5-28 


=>—Й.я 


а 
п(х? -- у?) 4у== мож совуеау 
| 


>——° 


При неограниченном возрастанни а интегралы в правой части 


п 
имеют предел (5 88). Можно доказать, что этот предел равен и > 


и, таким образом, правая часть имеет пределом п. Если же мы будем 
интегрировать внутри четверти круга с радиусом Ю, то получим для 
двойного интеграла: 


к. 
в \ оз? 40 — — = [с08.0?]® — ии — с0$ А*], 
о 


з 
\ 
Я 


и при неограниченном возрастании А правая часть делается иеопреде- 
ленною. 
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128. Фуикция В (р, 4). Выше мы предполагали, что контур С„ неограниченно 
удаляется по всем направлениям; но, очевидно, можно предположить, что уда- 
ляется в бесконечность только часть этого контура. Это имеет место в приве- 
денном выше примере Кэли, а также и в следующем. Положим 


Ах, у) == 4-1 4—1 е-м- у, 


где р>0, 4.>0. Функция Х(х, у) непрерывна и положительна в координатном 
угле хОу. Ивтегрируя эту функцию сначала внутри квадрата со стороною а, 
образованного осями координат и прямыми х=-а, у==а, мы получим для двой- 
ного интеграла выражение: 


2хр-ге—х? 4х. \ 2у29-1е— мау. 


.—ы 


=—ь 


При неограниченном возрастании а каждый из предыдущих интегралов имеет 
предел. В самом деле, если в интеграле, определяющем функцию Г (р) ($ 90), 


00 
Г (р) = \ е-те-гаь 
Й 
мы положим &:= 2, то получим: 
+05 
Г(р) = \ 2р-1е-хах. (31) 
6 


‚ Следовательно, искомый лвойной интеграл имеет пределом произведение 
Г(Р)Г (9). 

Проинтегрируем теперь ту же функцию виутри четверти круга, ограничен- 
ной осями координат и окружпостью х?-- уз?-= А2. Вводя полярные коордииаты, 
мы получим для двойного интеграла, выражение: 


\ 

к 2 

Ао -е-и 4) 2052-е ЗЧ - 19а. 

5 6 

Таким образом, полагая 
я 
2 
В (р, 4) == \ 2 с052р-16 за -19 4$, (32) 

0 


мы найдем, что при неограниченном возрастании Ю искомый двойной интеграл 


имеет пределом 
Г(Р-9В (р, 9). 
Приравняв оба предела, получим соотпошепие: 
Г(Р)Г(9)-== Г? + ФВ, 4). (33) 


Интеграл В(р, 9) называется эйлеровым интегралом первого вида. Пола- 
гая зи ‹-=Ь мы можем представить его в виде: 


В (р, а) = \ #-1 (1 — др-+ а. (34) 


5 


2 
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Формула (33) приводит вычисление функции В (р, 9) к вычислеиию функ- 


ции Г. Например, полагая, р-=а-= >, получим: 


1 -_ 
и следовательно, Г (>) —] =. Отсюда, по формуле (31), имеем: 


- < 
\ р = 
хе“ Ах = — 


Вообще, если 4==| —р и если р заключается между би |, ю 


1 
Г(РГ(— р) =В(р, 1-й =| (9. 
о 


Ниже мы увидим, что этот интеграл равен яв 


129. Интегралы от неограннченных функций. Таким же образом мы 
определяем двойной интеграл функции ГХ(х, у), которая обращается 
в бесконечность в одной точке или вдоль некоторой линии. Для этого 
мы, прежде всего, выделяем точку или линию разрыва из области инте- 
грирования, окружая их весьма малым контуром или контуром, весьма 
близким к линии разрыва, и затем беспредельно уменьшаем. область, 
внутреннюю по отношению к этому контуру. Например, если вблизи 
точки (а, 5) функция /(х, у) имеет вид: 


ф (х, 5) 
— а -|-(у— 65|" ° 


где-абсолютное значение $ (х, У) заключено между двумя положитель- 
ными числами и и М, то двойной интеграл Х(х, у) по любой области, 
не содержащей других точек разрыва кроме точки (а, 5), имеет конеч- 
ное значение, если @ меньше единицы, и притом только в этом случае. 
Доказательство вполне аналогично тому, которое было дано только 
что (в 5 127). 

Рассмотрим еще функцию Х(х, У), удовлетворяющую следующим 
условиям: 1} она непрерывна в области А, определяемой неравенствами 
а=х=ь, О=у=5(х), где е(х) есть функция, непрерывная и поло- 
жительная между а и 6; 2) вблизи линии у-=&(х) она имеет вил: 


/(х, У) С 


__ Ф(х, у) 
Уре, 


где &— положительный показатель, а числитель остается ограниченным. 
Двойной интеграл, распространенный на область 8. ограниченную пря- 
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мыми х=-а, х=ё и двумя кривыми у-=: 2 (х) —е, у==8(х) —1, гле 
= и т положительны и бесконечно малы, имеет выражение 


6 т 
\ «| Ва 


и стремится к нулю, если только 4 меныше единицы. Двойной интеграл 
1(х, У) по области А имеет, следовательно, конечное значение. 

Если установлено, что двойной интеграл неограниченной функции 
по какой-либо области имеет определенное значение, то для вычисле- 
ния этого интеграла можно поступать так же, как и в случае ограни- 
ченной функции. Пусть, например, требуется вычислить двойной инте- 
грал функции 

А (х, = 05) 
(х— у} 
ио области, ограниченной прямыми у—0, у -=х, х= а, причем функ- 
ция Ф непрерывна в этой области, а а меньше единицы. Этот интеграл 
есть предел двойного интеграла 


а х-й 


пах \ Л(х, у) 4, 
й о 


когда Я стремится к нулю. Но мы имеем: 


х—й х 


\ Л(х, у) 4у-—\Л(х, у) 4у—1(%, у), 

5 . 
где 1(х, й) бесконечно мало и стремится равномерно к нулю вместе 
с Й, когда х заключено в интервале (0, а). Следовательно, мы можем 
написать: 


п \ ах \ (х, у) Чу— \п(х, В) ах, 


А 0 й 


и Л имеет пределом выражение: 


1 


| 


\ ах \ к, у) 4. 
0 0 


Таким же образом мы нашли бы для / выражение: 


—=\ 4у Ух, у) 4х. 
6 у 


Следовательно, формула Дирихле {$ 114} в данном случае имеет место. 


Примечание. Если двойной интеграл от неограниченной функции, не 
сохраняющей постоянного знака в области А, не имеет определенного значения 
в этой области, то мы можем получить неопределенность, совершенно аналогич- 
ную той, о которой мы говорили, исследуя случай неограниченной области. 
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Допустим для определенности, что мы имеем лишь одиу точку разрыва. Если 
мы выделим эту точку посредством кривой с, то двойной интеграл, распростра- 
ненный на оставшуюся область, может иметь совершенно разные пределы в за- 
висимости от вида кривой с. Возьмем, например, 


У? — д? 
Их, у) == беру, 
причем областью интеграции служит прямоугольник Ю, ограниченный прямымв 

хг=0, х=а, у=0, у=Ь, где а и $ положительны. Выделим прежде всего 
начало координат, отсекая для этого область, внутреннюю по отиошению к пря- 
моугольнику, ограииченному осями координат и прямыми х—е, у—е', гдееи 
='— весьма малые положительные числа. Остающаяся область Ю’ может быть 
разбита иа три прямоугольника прямыми х=0, х=е ха у=0, у=:,, 
"=. С другой стороны, мы имеем: 


__® У 
у (ге >). 


и последовательно применяя формулу (12) к каждому из трех прямоугольников, 
мы после некоторых простых преобразований иаходим: 


Ь =' 
(Це, У) 4х ау — св -- — ас 8 — . 
у 
Мы видим, что предел этого двойного интеграла изменяется вместе с преде- 
7 


Е 
лом отношения — приёи =, стремящихся к нулю (ср. $ 95): 


130. Функциональное уравнение Абеля. Исследование одной задачи меха- 
ники привело Абеля (АЪе]) к следующему уравиеиию: 


х 


9 = | ет (35) 


где $(х) есть а функция, непрерывная в интервале (0, а), причем а поло- 
жительно, а }(у) — функция, подлежащая определению. Если эта функция непре- 
рывна при 5 то ясно, что мы должны иметь $ (0) —=0. Это мы и предполо- 
жим сначала. 


Помножим обе части уравнения (35) на ‚ где а заключено в интер- 
` а-—х 

вале (0, а), и проинтегрируем обе части нового равенства между пределами 0 

иа. Мы находим: 


} (ах о) ау 


| чх й И1—2(&—у’ 


или, применяя формулу Дирихле к двойному интегралу правой части, получаем: 


а 


Го 


а—х 


ау | ах 
Ив—»х (фу 
у 
Первую квадратуру мы тотчас же берем, полагая 


х-=усо9? ф -- а $10? $, 
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и мы имеем: 
я 


| ах к учу. (35) 


я 


а—х 


>—— 


Обе части этого равенства обращаются в нуль при а==0; следовательно, 
нам достаточно будет написать, что производные их равны. 

Производная правой части равна х } (а); производная левой части, которая 
была уже нами вычислена (5 96), имеет выражение 


& 


| 9 +2хе’(х) 


Ух, 


2/а—х 


или, как нетрудно проверить, 
Се х) ах 1 а 
т) 4х > [в (х) И . 
/ Из—х 
о 


По предположению, ф (0) -= 0; следовательно, 


# (а) = 1 еек. (37) 


Если $ (0) не равно пулю, то мы можем написать уравнение (35) в эквива- 
лентвой форме ($ 96): 


т; 
Ф (х) —® (0) ИУ ду, 
0 


Левая часть нового уравнения обращается в нуль при х —= 0, из формулы (37} 
мы находим, заменяя в ней а через у: 


У 


Ну ы [7 + р м] (38) 
0 


131. Поверхностные интегралы. Пусть будут 5 — правильная поверхность, 
а Р(М) — функция, не'рерывным образом изменяющаяся вместе с положением 
точки АИ на этои поверхности. Мы можем повторить без изменений рассуждения 
$ 111-112, заменяя части плоскости частями поверхности $5. Представим себе, 
что мы разбили 5 на меньшие части 5,,5,...,5„, площади которых соответ- 
ственно равны 9,9, ...,о„, и возьмем на 5; какую-нибудь точку М;. Сумма 
ХА (М) в; стремится к определенному пределу, когда число и неограниченно. воз- 
растает, и притом так, что измерения каждой частичной области поверхности. 
стремятся к нулю. Этот предел иазывается поверхностным интегралом, распро- 


страненным на поверхность $, и обозначается символом (Ее. Бели коорди- 


5 
иаты х, у, 2 точки поверхности 5 выражены в функции двух параметров и, у 
так, что точки 5 находятся во взаимно однозначном соответствин с точками 
области О плоскости (и, 5), то Е (М) есть непрерывная функция { (и, о} перемен- 
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ных (и, 9) в этой области, и поверхностный интеграл, если применить обозна- 
чения & 124, имеет выражение: 


\ фи, %) ИЕС-— Ра 4. 
`В 


Во многих вопросах, в которых мы встречаемся с поверхностиями интегра- 
лами, Е (М) есть линейная функция направляющих косинусов нормали к поверх- 
пости. В дальнейшем мы будем предполагать, что эта поверхность имеет две 
различные стороны, и что если, например, одна из сторон окрашена в красный 
цвет, а другая — в синий, то мы не можем перейти с красной стороны на синюю 
по пути, лежащему на поверхности, не пересекая какую-нибудь из кривых, 
ограничивающих эту поверхность *. Будем рассматривать $ как материальную 
поверхность, имеющую некоторую толщину, и возьмем две бесконечно близкие 
точки т, т’, принадлежащие различным сторонам поверхности. Проведем в точ- 
ке т нормаль ти в направлении, не пересекающем поверхность: для краткости 
мы будем говорить, что направление, определенное указанным образом, соответ- 
ствует данной стороне поверхности. Направление нормали к другой стороне 
поверхности в точке т’ будет противоположно первому. Например, всякая по- 
верхность $, которую параллель к Ог не может встретить в нескольких точках, 
имеет, очевидно, две стороны; направления нормали составляют, соответственно, 
острый и тупой угол с осью 02; верхней стороной является та, нормаль к ко- 
торой составляет с Ог острый угол. 

Пусть будут теперь Р(х, у, 2), О(х у, 2), Ю(х, у, 2) три фупкции, непре- 
рывные на $; а, В, 1— углы, составляемые с осями координат направлением 
нормали, соответствующим определенпой стороне поверхности. Поверхностные 
интегралы, наиболее часто встречающиеся в приложениях, суть интегралы вида: 


\ \ (Рсоза -- Осоз В - А с0$4) 45; (39) 

‘г 

если мы меняем сторону поверхности, то соза, с0$8, соз1, а следовательно, и 

сам иптеграл, меняют знак. Допустим опять, что координаты точки поверхности $ 

выражены в функции двух параметров и, о так, что точки $ находятся во вза- 

имно однозначном соответствии с точками области 0 плоскости (и, 9); мы имеем: 
с08а < 6058 65051 _ =! (40) 

(а Бах ОБыу ПЕС-Р 


Р(и,5) Раз ВБ(и 9 


и предшествующий интеграл принимает вид: 


— Ь (у, 2) } О {2, х) О (х, У) 
=|| [ре 5) ' Ре, ТАБ, =] аи а, (41) 


В 


где следует взять знак -- или знак — в зависимости от того, на какую сторону 
поверхности распространяется интеграл. 

Если поверхность $ составлена из нескольких кусков правильных поверхно- 
стей, что имеет место, например, в том случае, если эта поверхность имеет 
ребра, вдоль которых встречаются две правильных поверхпости с различными 
касательными плоскостями, то интеграл по поверхности $ есть, по определению, 
сумма интегралов, распространенных на каждую из этих правильных частей 
поверхности. В дальнейшем мы будем проводить рассуждения в предположении, 
что $ является одной правильной поверхностью, но выводы, полученные ниже, 
применимы также и к этому более общему случаю, в чем нетрудно убедиться, 
прилагая рассуждения к каждой из правильных частей и складывая найденные 
формулы. 


* Легко построить поверхность, не удовлетворяющую этому условию. Стоит 
только изогнуть прямоугольный лист бумаги АВСР и склеить сторону ВС со 
стороной АД так, чтобы точка С совпала с А, а точка В—с р. 
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Мы приходим к интегралам вида (39), обобщая определение криволинейных 
интегралов, если заменить линию поверхностью, а простой интеграл — двойным. 
Пусть будет 


= (х, у} 


уравнение поверхности $5, ограниченной замкнутым контуром Г, причем функ- 
ция Ф(х, у) непрерывна внутри области А плоскости ху, ограниченной замкнутою 
кривою С — проекцией коптура Г. Пусть, далее, А (х, у, 2) — функция, иепрерыз- 
ная на этой новерхности $. Двойной интеграл 


> 


\\ ю[х, у, ча, у14хау, (42) 


мы 


очевидно, аналогичен криволипейпому интегралу, и мы могли бы взять это вы- 
ражение за определение поверхностного интеграла. Но этот иитеграл тотчас же 
приводится к поверхиостпому интегралу уже рассмотренного вида, так как мы 
можем паписать сго следующим образом ($ 132): 


\ ес, у, 2) с0$ 1 45, 


$ 


где т есть острый утол пормали к $ с осью О2; следовательно, он совпадает 
< поверхпостным интегралом, распространенным на верхнюю сторону поверхно- 
сти 5. Тот же интеграл, но с измененным знаком, представил бы поверхиостный 
интеграл, распространенный па нижнюю сторону $. В частности, мы можем 


сказать, что обыкновенный двойной интеграл \\ ах Чу представляет собой по- 


верхностный иитеграл, распространенный па верхнюю сторону плоскости ху. 
Пользуясь этим замечанием, мы нриходим к более краткому обозначению 
поверхиостного интеграла (39) при помощи формулы: 


‚. 


\\Рауае + 942 ах-- Вах ау; (аз) 


5$ 


при этом следует указать сторону поверхности, на которую распространяется 
интеграл. Но это обозначение менее отчетливо, чем предыдущие, (39) и (41), к ко- 
торым всегда следует возвращаться для действительного вычисления интеграла. 


Примечание. Пусть будет У — вектор с компонентами Р, ©, Ю, имеющий 
началом точку М(х, у, 2) поверхпости; выражение Рсоза -- О соз В -- № с031 
представляет собой алгебраическую величину проекции этого вектора на положи- 
тельное направление пормали в М. Следовательно, элемент лвойного интеграла (39) 
по абсолютной величине равеи объему цилиндра, имеющего основанием эле- 
мент 4: поверхности 5, а высотой — проекцию вектора У, выходящего из точки 
этого элемента, па нормаль к $ в этой точке. 


132. Формула Стокса. Если дана система прямоугольных осей координат Ох, 
Оу, Ог, условнимся называть прямым направлением вращения направление вра; 
щения от Ох к Оу для паблюдателя, расположенного на Ох, у которого ноги 
находятся в точке О, а голова в направлении О2. Если, например, триэдр имеет 
расположение, как на зерт. 25, где плоскость чертежа есть уО2, а ось Ох напра- 
влена вперед, то положительное направление есть врашение справа налево; 
но результат, который мы получим, не зависит от расположения осей. 

Пусть $ — правильная двустороиняя поверхность, ограниченная замкнутою 
кривой Г. Этот контур Г может быть описан в двух противоположных направле- 
пиях; каждому из пих мы поставим в соответствие одну сторону поверхности $ 
при помощи следующего соглашения. Пусть АВ — малая дуга кривой Г, Р—- 
точка поверхности $, близкая к этой дуге; проведем в точке Р такое направле- 
ние нормали Ри, чтобы для наблюдателя, поги которого находятся в Р, а голова 
в направлении Ря, движение точки, пробегающей дугу АВ, совершалось бы 
в прямом направлении. 
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Упомянутому направлению обхода контура Г мы ставим в соответствие ту 
сторону поверхиости $5, для которой направлением нормали является Ря. На- 
пример, если 5 есть часть поверхности, прелставляемой уравиением 2=$ (х, у), 
причем $ (х, у) непрерывна в области, ограниченной контуром С, который яв- 
ляется проекцией контура Г поверхности $ на плоскость ху, 10, когда точка М 
описывает контур Г так, что ее проекция т описывает С в прямом направлении, 
соо!ветствующей стороной поверхности $ является верхняя. 

Прелположим, что точки поверхности 5 взаимно однозначно соотьетствуют 
точкам области О плоскости (и, 9), ограниченной кривою Ё. Так как эти вспо- 
могательные переменные и, о не входят в окончательный результат, мы можем 
предположить, что плоскость (и, 9) параллельна плоскости ху, и что оси Он, 
Оу расположены так же, как Ох, Оу. 

Когда точка (и, и) описывает контур 2 в прямом направлении (5 92, приме- 
чание), то точка (х, у, 2) описывает контур Г в некотором направленни, которое 
мы назовем положительным направлением: этому положителытому направлению 
обхода Г соответствует определенная сторона поверхности, которую мы тоже 
назовем положительной стороной. Направляющие косинусы соответствующего. 
иаправления нормали к поверхности вы- 
ражаются формулами (40), где перед 
КЕД- Е? надо взять знак --. Для дока- 
зательства достаточно установить, что со$ф 

В (х, у) 
имеет тот же знак, что --—-”--. В самом 

Р (и, 5) 
деле, рассмотрим точку Р на $ и окружа- 
ющую эту точку замкнутую кривую ), доста- 
точно малую, чтобы параллели к оси О 
встречали часть $ поверхности 5, ограничен- 
ную кривою 3, не более чем в одной точке; 
эта поверхность 5 проектируется на пло- 
скость ху в малую область 5, ограничен- 
ную кривою /', которая является проекцией 
кривой }. Этой области $ поверхности $ 
соответствует в плоскости (и, 9} малая об- 
ласть 7, ограниченная кривою /. Предполо- 


[Я О (х 
жим, что в этой области якобиан Ву 


В (в, 9) 
Черт. 25. . . 
положителен; в таком случае, когда точ- 


ка (и, 9) описывает в прямом иаправлении 
контур /[, точка (х, у, 0) описывает \ также в прямом направлении, а точка (х, у, 2} 
описывает в положительиом направлении контур ^. Этому положительному напра- 
влению обхода соответствует положительиая сторона поверхности 5, которая, со- 
гласно только что сделанному замечанию, есть верхняя сторона 5. Следовательно, 
угол 1 — острый; точио так же мы м‹сжем убедиться, что этот угол будет тупым 


Ь(х, у) 
для всех точек, в которых якобиан Ра, отрицателен. Итак, для направляю- 
ы 
щих косинусов нормали к положительной стороне поверхности $ мы имеем 


формулы: 


_ ВО, 2) 
соза 49 —= Бы аи а5, 
Р (2, х) 
с05} = 5) аи ао, | (44) 
В <, у) | 
с0$1 49 = Ри, 5) Чи 49. 


Далее, пусть будет \Р(х, у, 2) 4х криволинейный интеграл, взятый по Г 
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в положительном направлении; его можно заменить криволикейным интегралом 


[Ре аня о} 


взятым по Ё в прямом направлении. Применяя к этому псслелнему формулу 
Грина ($ 116), получаем: 


9 9х 
—= Р- ан ао = 
[р 4. т] 1-х | |} оо 


П ЭРО (2, х} О | ао 
- (| [555 (и, 5) дур (и, э) | 


1 


Последний интеграл, согласно формулам (44), тождественеи © интегралом 
й [5 кок — вона] 43 = ах аевь 
. 92 ду 92 зу 
$ $ 


взятым по положительной стороне поверхности 5. Путем круговой подстановки 
х, у, 2 мы получим две формулы, совершенно сходные с этою: 


[962 о [рае - 4 
. 9х 92 
т $ 


9х 


[вс у, ое [ее А агах: 
.] .) ду 
г 5 


склалыва них с первою, получаем общую формулу Стокса: 


об ах, у +В, у, даг= 


эю 30 аР эЮ 
90 _эю м Чу —®\ чуаг- ага 45 
= У (> >, уг (;- 5.) (45) 


$ 


ири этом направление обхода контура Г и сторона поверхности, на которой 
производится интеграция, соответствуют друг другу в установленном выше 
смысле. 

133. Применение поверхностных интегралов к вычислению объемов. 
Подобно тому как плошадь замкиутой плоской кривой выражается криволиней- 
ным интегралом, взятым вдоль этой кривой, объем, ограниченный замкнутою по- 
верхностыю $5, может быть выражен поверхностным интегралом. Рассмотрим 
сначала замкнутую поверхность 5, которую каждая параллель к О встречает 
не более как в двух точках. Точки этой поверхности проектируются на плос- 
кость ху внутрь некоторой области А, причем любая точка А представляет ра 
бою проекцию двух точек т! и то поверхности 5. Пусть будут 21 = (х, у), 
2—=р(х, у) уравнения двух частей $, и $. поверхности, описанных точ- 
ками т: и т» соответственно (р < К). Искомый объем равен разности двух 
двойных интегралов 


° у=\ (очка ле ах, 
д "А. 


из коих первый есть не что иное, как поверхностный интегр 


ал ЦА ах у, рас- 
пространенный на верхнюю сторону $», а второй — интеграл \\ Ра 
ЕЖУ) 


Чх Чу, взятый 
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по верхней стороне $;. Разность их равна, следовательно, нитегралу \\ 2ах ау, 


распространениому на всю поверхность $ и притом па ту ес сторону, которая 
соответствует направлению внешней нормали. Из соображений симметрии мы 
можем взять за выражение объема любой из поверхностных интегралов 


К гчх ау, \\ хауа>, Мага», 


$ $ $ 


каждый из которых берется по внешней стороне поверхности, и формула рас- 
пространяется на объем, ограниченный произвольною поверхностью (ср. $ 92, 
примечание). 


УПРАЖНЕНИЯ. 


— ‘1. Проведем в какой-нибудь точке М цепной линии, представляемой в прямо- 
угольных координатах уравнением 
х А 


ая 
уе“ +е 4), 


касательную, продолжим ее до точки ее встречи Т с осью Ох и будем вращать 
фигуру около этой оси. Выразить разность площадей, описанных дугою цепной 
линии АМ, где А есть вершина цепной линии, и касательною М7: 1) в фуик- 
ции абсциссы точки М; 2) в функции абсциссы точки Г. 

-—” 2. Пусть будут Ох, Оу, Ог прямоугольные оси. Рассмотрим линейчатую по- 
верхиость, образованную по следующему закону: плоскость 2ОА вращается во- 
круг оги 02; образующая Ш), лежащая в этой плоскости, наклонена к О2 под 
постоянным углом, тангенс которого равен Х, и отсекает на ОА отрезок ОС, 
равный 0, где а обозначает данную длину, а @ есть угол между двумя плоско- 
стями 2Ох, 2ОА. 

1) Вычислить объем, ограничеиный линейчатою поверхностью и плоскостями 
хОу, 2Ох, 2ОА, причем угол @ между двумя последними плоскостями мень- 
ше 2. 

2) Вычислить площадь части поверхности, ограниченной плоскостями хОу, 
2Ох, 2ОА. 

. 3. Вычислить объем, ограниченный поверхностью эллиптического парабо- 
лонда, представляемого в прямоугольных координатах уравнением 


плоскостью ху и поверхностью цилиндра Ь3лх? -|- ау? —= а2?. 
—- 4. Вычислить площадь криволинейного четырехугольника, ограниченного 
четырьмя софокусными кривыми второго порядка 


62 202 40 562 
3'3’'3’3 
5. Дана кривая, представляемая в прямоугольных координатах уравнением 


соответствующими значециям параметра ). 


У==И 2 6шх — с0$ х), 


с 


п ох 
причем х изменяется от 41. Требуется вычислить: 
1} площадь, заключающуюся между. этою кривою и осью Ох; 
2) объем, образоваиный этою площадью при вращении ее вокруг Ох; 


3) поверхность, ограпичивающую этот объем. 
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- 6. Пусть будут Ох и Оу прямоугольные оси координат, и Аи В— точки 
на оси Оу. Вычислить криволинейный интеграл 


воде — турах + [де — ту, 


взятый вдоль пути АМВ, соединяющего точки А и В, имеющего произвольный 
вид, но ограничивающего вместе с отрезком АВ площадь АМВА данной вели- 
чины 5; злесь т — постоянное, а функция +(у) и ее производная $’(у) не- 
прерывны. 

” . Вычисляя двумя различными способами двойной интеграл 


+ 0 + со 
\ \ е-ху эт ах ау ах, 
0 


показать, что при а, отличном от пуля, имеем: 


-- 8. Найти площадь части поверхности эллипсонда или гиперболоида враще- 
ния, заключающуюся между двумя параллельными кругами. 

9. Поверхность трехосного эллипсоада. Половина всей поверхности- %\ 
равна двойному интегралу: 


взятому внутри эллииса 62х? | ау? -= а22, Из способов, предложенных для при- 
ведения этого двойного интеграла к эллиптическим иитегралам, наиболее про- 
стой принадлежит Каталану; этот способ состоит в преобразовании, указанном 
В $ 115.`’Обозначая через о функцию под знаком двойного интеграла и изменяя о 
от | до | сс, мы найдем, что двойной интеграл равен пределу при бесконеч- 


ном / следующей разности: 
1 


та! (Р— 1) _ -. тав (92 — аз 


У (#- 1+5 )(е-ь+ы) У | о) (и-1+Я). 


Это выражение имеет неопределенный Вид, но мы можем представить его. 
в виде: | 


э ГА .2 . 1 
аз У (ао) (ит) и 


1 


бя) 


. ну (#1 +5) (#1 +8) 
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и легко видеть, что предел приведенного выше выражения |завен: 


+59 


ав | + = — 
Иена) ен 


—— 10. Если из центра эллипсоида с осями 2а, 26, 2с опустим перпендикуляры 
на касательные плоскости к этому эллипсоиду, то площадь подэрной поверхности 
фе ас ав 
равна площади поверхности эллипсоида с полуосями =, -., —-. 
с 
[Вильям Роберте (\ИШагтг ВоБеп$), Лоигпай ае ШоноШе, т. ХЬ 
1-я серия, стр. 81.] 


—. ПП. Показать, вычисляя двумя различными способами двойной интеграл от 
и—у"Х(у, 


распространеиный на площадь треугольника, ограниченного прямыми у-ху, 
У=Х, Х=Х, что 


хх х 
ел | т 
№ % | Хо 
Вывести отсюда соотношение: 
Хх х х х 
. . | . 
\ ах | ах... |} }(х) ах- ней] (х— у)" Ку) а 
№ Хо Аь 5 


Доказать также формулу: 


х х х х А 

| 1 я 
ах зах... | ка | дао я | (х? — у)" }( у) ау, 
№ Хо № №0 Хо 


и проверить эти формулы при помощи диференцирования под знаком интеграла. 
— 12. ПРИМЕР ШВАРЦА (примечание на стр. 303). Дан круглый цилиндр 
с радиусом основания г и высотой +; разделим высоту на и равных частей и 
‘через точки деления проведем плоскости, параллельные плоскостям оснований; 
далее, в полученные сечения вписывгем правильные выпуклые я-угольники так, 
чтобы образующая цилиндра, проходящая через вершину одного из многоуголь- 
ииков, делила пополам дугу, стягиваемую стороною соседнего многоугольника. 
Вершины этих многоугольников являются вершинами вписанной многограниой 
поверхности, состоящей из мл равных между собою равнобедренных треуголь- 
ииков. и нлощадь этой миогогранной поверхности равна 


2 ; "и [ел “ 8, № 
тпг 5 >, 4н (чт ) Фе. 


Предел этого выражения при неограниченном увеличении чисел и и п зави- 


т 
сит от предела отношения -;. Этот предел равен 2х”й лишь в том случае, когда 
его отношение стремится к нулю. 


ГЛАВА УИ. 


КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПОЛНЫХ 
ДИФЕРЕНЦИАЛОВ. 


Г. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ. 


134. Тройные интегралы. При определении тройных интегралов мы 
поступаем совершенно аналогично тому, как поступали при определе- 
нии двойных интегралов ($ 111—112). Здесь следует лишь заменить 
области двух измерений областями трех измерений и площадь — объ- 
емом. Пусть будет Р (х, у, 2) ограниченная функция, определенная в огра- 
ниченной области пространства О. Представим себе, что эта область 
произвольиым способом разбита на п частичных областей а, а.,...,@,, 
объемы которых соответственно равны 9, 9.,..., ®,, и обозначим через 


п’ 


М; и т, верхнюю и нижнюю границы Р в области 4. Суммы 


п п 
$ = › М; ч;, $ = › т; 9, 


= 1=1 


стремятся соответственно к пределам Г, Г, когда число и неограничен- 
но возрастает, и притом так, что каждая из частичных областей без- 
гранично уменьшается во всех своих измерениях, и мы имеем / == /. 

Функция Р(х, у, 2) называется интегрируемой в области Ш), если 
мы имеем Л =/; общий предел сумм $ и 5 называется тройным интег- 
ралом функции Р (х, у, 2), распространенным на область 0. Его обо- 
значают символом: 


1=А\\ Р (к м 2) ахауа:; 


'Б 


область О) называется областью интеграции. Число / есть ‘также иредел 
суммы 


п 
5'== У (ще) (1) 


$-1 


где (&,1,&,) суть координаты какой-либо точки области 4, или ее 
границы. 

Всякая непрерывная функция интегрируема. Это справедливо и в 
отношении всякой ограниченной функции, имеющей некоторое число 
точек разрыва, если только все эти точки могут быть заключены внут- 
ри области, объем которой можно взять меньше любого положитель- 
ного числа. Это имеет место, например, в том случае, когла огранн- 
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чениая функция Р(х, у, 2} имеет в области О олну или несколько 
(правильных) поверхностей разрыва. 

Тройные интегралы встречаются в различных вопросах механики, в 
частности, при определении массы или центра тяжести твердого 
тела. Прелположим, что область ) заполнена неоднородным вещест- 
вом, и пусть в(х, у, 2) есть плотность в точке (х, у, 2), т. е. пре- 
дел отношения массы, заключенной в шаре бесконечно малого радиуса, 
описанном из точки (х, у, 2) как из центра, к объему этого шара. 
Если в. и р, суть соответственно наибольшее и наименьшее значения 
и в области @4,, То ясно, что масса, содержащаяся в этой области, 
заключена между м;9; и }59,; следовательно, она равна 9, № (1, 1, *,), 
где точка (5, 1, ©;) надлежащим образом выбрана в @,. Вся масса 


равна, следовательно, тройному интегралу \\\ ах дуаг, взятому по 


области О. ^” 

135. Способы вычисления. Рассмотрим сначала функцию Р(х, у, 2), 
непрерывную в области О, ограниченной двумя плоскостями 2==2,, 2=1, 
параллельными плоскости 2 =0, и цилиндром с образующими, парал- 
лельными О2, сечение которого плоскостью ху есть замкнутая кривая 
С, ограничивающая плоскую область А. Предположим, что эта плоская 
область А разбита на меньшие области а;, 4.,..., @,, площади которых 
соответственно равны ®., .,..., ®,, и рассмотрим цилиндры с образую- 
щими, параллельными О2, имеющие основанием области а), а,,..., @,. 
Мы вычислим сначала, как и в $ 113, главную часть тройного инте- 
грала, распространенного на малую цилиндрическую область ДП), имею- 
щую основанием плоскую область а,. Представим себе, что эта область 
О, сама разбита на малые цилиндрические области плоскостями 2=2, 
(Е —=1, 2,..., т— 1), причем 2, 2,,..., 2и_. образуют возрастающую 
последовательность чисел, заключенных между 25 и 2. Тройной интег- 
рал, распространенный на область О,, на основании теоремы о среднем 
равен 


®[Р (бл, Чл» ба) (21 — 20) + Р(вь» Ил» бл») (25 — 2) ...], 


где (5, 1», ©.) суть координаты некоторой точки внутри малого цилин- 
дра, определенного в Д, плоскостями 2=2,_1, 2=2,. С другой сто- 
роны, пусть будут (&,, 1,) координаты какой-либо точки области а;; мы 
имеем, на основании теоремы о среднем для простого интеграла: 


7 


\2(Е, пр» 2) 42 = Е (6 1; $1) (2, — 20) + Е (8 1, 6.) (22—2)-..., 


.) 


20 


где &, содержится между 2,-1 и 2,. Следовательно, тройной интеграл, 
распространенный на область О;, можно написать еще так: 


2 
, || В(&» пр 2) аг-Р в (2. —2)-... + в, (2, — 2,1)... |, 


где мы полагаем 
Ев ь бы) == Р(бр щрь бы) В Ев 
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так как точки (&, 1, 5.) и (», 1» в) принадлежат одному и тому же 
частичному цилиндру, то все абсолютные значения |:,| будут меныше 
любого положительного числа &, если измерения области @, и разности 
2, —2,_1, В СВОЮ очередь, меньше другого положительного числа 1, 
зависящего только от =. Следовательно, тройной интеграл по цилиндри- 
ческой области О), равен 


2 
“| \ Е(бь пр 2) 42 -- | 


и 


где (1,, 1;) суть координаты какой-либо точки области а,, а р, равно- 
мерно стремится к нулю вместе с наибольшим измерением этой области. 
Искомый тройной интеграл равен, следовательно, пределу суммы 


п 
‚ 
У Ф (,, 1,} ©, где мы обозначаем: 
Е=1 
2 


Ф (ху =\ ЕР (<, у, 2) а. (2} 


2 


Этот предел равен двойному интегралу функции Ф (х, у), распростра- 
ненному на область А, и мы имеем: 


\ Е (х, у, 2).ах ау 42 == \ Ф (х, у 4х ау= 
<) . 


74 
= \\ ахау\ Е (х, у, 2) 42. (8) 


Выше мы видели, что вычисление двойного интеграла, в свою оче- 
редь, приводится к квадратурам. Если, например, область Д есть па- 
раллелепипед, образованный шестью плоскостями х==Х, х==Х, 
У= У» У=У, 2==2,2==Й, то область А есть прямоугольник, и трой - 
ной интеграл имеет выражение: 


х у . 
\ ах \4у \ Е (х, у, =) 42. (4) 
% № ® 


Смысл этого символа соверлненно ясен. Мы выполняем первую ин- 
теграцию, рассматривая х и у как постоянные; результат есть функ- 
ция двух переменных хи у, которую мы интегрируем затем между 
пределами У) и У, считая х постоянным, а у— переменным. Результат 
этой второй интеграции зависит уже только от х, и мы снова интег- 
рируем его между пределами ху и Х. 

Очевидно, что существует столько же способов выполнить вычисле- 
ние, сколько имеется перестановок из трех букв, т. е. шесть. Мы мо- 
жем, например, написать тройной интеграл так: 


д х у 2 
| а \ ах \Р (м, 4=\ Ф (2) 2, 


2 г?) Ув 20 
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обозначая через Ш (2) двойной интеграл функцин Ё(х, у,2), расиро- 
страненный на прямоугольник, образованный прямыми х==х, х=Х, 
У= У, У-=:7. К тому же выражению мы пришлн бы, разбивая прежде 
всего область )) на малые параллелепипеды тремя системами плоскостей, 
параллельных плоскостям координат, и вычисляя часть 5’, ипроисходящую 
от слоя нараллелепипедов, заключенного между двумя соседними плос- 
костями 2==2,-1, 2==2);; при подходящем выборе точек (&,1,&) этот 
слой дает в составе 5' сумму 


ЧФ (е1-1) (21 — 2-1) 


и рассуждение заканчивается, как и выше. 

Формула (3} применима также и к ограниченной функции Р (х, у, 2), 
имеющей в области интеграции одну или несколько поверхностей раз- 
рыва. Предположим, например, что функция Е разрывна на некоторых 
частях двух поверхностей $ и $,, уравнения которых суть: 


2 — $1 (х, У), (51) 
21 =. (х, У), - (5.) 


хде $ и $, — две функции, непрерывные в области А (254 <9.< 7). 
Эти две поверхности $, и $. разбивают область Она три области, 
в каждой из которых функция Р непрерывна. Для определенности мы 
предположим, что 

1) Вёл (х, У, =) между плоскостью 2-==2 и 5}; 

2) Е=А(х, у, 2) между $ и $,; 

3) Е-/.(х,у,г) между 5, и плоскостью 2=7; 

Каждая из функций /, Х,, Л, предполагается непрерывной в соот- 
ветствующей области. Мы имеем возможность применить формулу {3} 
к вычислению тройного интеграла, если положим (5 114): 

Е 

\ Е(х, у, 2) 4г = 


‹ . 


26 


: ыы 2 
Д(х, у, г) --\ (у, 2) 41-х, у, 24. 


ы 23 


58 


© 


6. 


Это замечание позволяет нам вычислить тройной интеграл непре- 
рывной функции Р(х, у, 2) по области О, ограниченной таким же, как 
и раныше, цилиндром и двумя поверхностями 2—9, (х, У}, 2 — 
-=9, (х, У), где $ и 4$, непрерывны в пределах плоской области А. 
Для этого стоит лишь взять две вспомогательных плоскости 2--: 2, 
2=7 (43 9<9.< 2) и вспомогательную функцию Р (х, у, 2), рав- 
ную Р(х, у, 2) в области Р и обращающуюся в нуль вне этой области. 

Рассуждение 5 114 прилагается без изменений, и тройной интеграл 
функции Р(х, у. =) по области О равен 


Если контур С области А образован двумя отрезками прямых, па- 
раллельных Оу, и двумя дугами кривых у, -=:, (х), у. Ф. (х) ($ < 5,), 
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то мы имеем: 


.-. у 9 
\\ Е(х, у, 2) ахауаг--- \ ах \ ау\ Е(х, у, 2) аз. (5) 
°р” оф Я 


Пределы $, и $, первой интеграции` зависят одновременно от х и 
ют у, пределы Ф и 4, зависят только от х, и наконец, а иб 
постоянны. . 

Если область интегрирования Г» ограничена замкнутой поверхно- 
стью ХУ, которую параллель к какой-либо из осей координат встречает 
не более как в двух точках (какова, например, выпуклая поверхность}, 
то мы можем выполнить квадратуры в любой последовательности, но 
пределы будут вообще совершенно разными в зависимости от норядка, 
в котором мы производим интегрирование. 


ПрРимЕР. Пусть требуется вычислить тройной интеграл \\ 2ах4у4г, рас- 


пространениый на часть шара ^?- у? -{ 22 = Аз, заключенную в пределах трех- 
граниика Оху=. Ясли мы интегрируем сначала по перемениому 2, затем по пере- 
менному у н, наконец, но переменному х, то пределы будут таковы: при ио- 
стоянных х иу 2 может изменяться от пуля до у №2 - 2 — уз; при данном х 
у может изменяться от нуля до И —э; наконец, х изменяется от нуля до А. 
Мы имеем, следовательно, 


| | ® ж ИЮ— ду 


2 4х ау аг == \ ах ) ау \ 242; 
0 в о 


ера 


\\\ 


выполняя квадратуры, находим: 


И. 2 — уз 
га (в), 
и ” 
у Ш , 
] . 1 ] уе | З 
9 — 3-— — | 2. хз — - - —  — хх): 
т | фа ау -му- бя де, 


° С 


и нам остается лишь вычислить определенный интеграл: 
К, 3 
| (2 — 2)? ах; 


[9 
при помощи подстановки х = Ю с95 9 этот иитеграл принимает вид; 


1 
3 


2 

| 

з Ка ин фаф. 
0 


й 

16 ` 
Примечание. Вместо того чтобы вычислять сначала сумму элементов, 
происходящую от ряда цилиндрических областей, мы могли бы поступить иначе. 
Пусть будет 2) ограниченная область, заключенная между двумя параллельными 
илоскостями 2 = 2, 2—7, разделим ее сначала на ряд слоев плоскостями 2-- 
-2; (1-:1,2,....т— 1), где 2, 25,..., @т_а образуют возрастающую после- 
довательность чисел, заключенных между 2, и . Разобъем затем каждый из этих 


Искомый тройной интеграл равен, следовательно, 
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слоев на малые цилиндрические области; рассуждая, как в $ 135, мы видим, что 
главная часть тройного интеграла, распространенного па слой, содержащийся 
между плоскостями 2=2,-., 2-=2,, имеет значение 


(и—и-9 ЦС, у, ид ах ау, 


А, —1 


тде А;_; есть плоская область, общая области Даи плоскости 2=1,-1. Следо- 
вательно, если, мы положим 


= (ЕС у, дала, 
А> 


тде А, есть плоская область, аналогичная только что определенным, то тройной 
интеграл будет нметь выражение: 


РА 
\ $ (2) 42. 


25 


Чтобы вычислить тройной интеграл, распространенный на произвольную 
область Г), следует разбить эту область на сумму областей, подобных тем, кото- 
рые мы рассматривали, например таких, что прямая, параллельная какому-либо 
постоянному направлению, встречает граничную поверхность не более как в двух 
точках. 

136. Формула Остроградского (Грина). Для тройных интегралов суще- 
ствует формула, вполне сходная с формулой (15) $ 116. Рассмотрим сначала зам- 
жнутую поверхность $, которая пересекается с каждою прямой, параллельною 
оси О2, не более чем в двух точках; пусть будет А (х, у, 2) функция, непрерыв- 


ная вместе со своею производною у внутри этой поверхности. Все точки по- 
=; 

верхности $ проектируются на плоскость ху точками некоторой области А, огра- 
ниченной замкнутым контуром С. Всякой точке (х, у) области А соответствуют 
две точки поверхности $ с координатами 2; =; (х. У) и 22 = фо (х, у). Таким 
образом поверхность $ разделится на две части $; и $5; мы предиоложим, 
ЧТО 2; < 25. Рассмотрим тройной интеграл 


ака Ч, 
7.) 92 | 


распространенный на область, ограниченную замкнутою поверхностью $5. Произ- 
водя первую интеграцию по 2 между пределами 2 и 2 ($ 135), мы получим 
Ю (х, у, 25) — Ю (х, у, 21) и должны затем взять двойной интеграл 


\\ ес» 5, 5) — В у, ах у 


распространенный на область А. Но двойной интеграл №: (х, у, 23) ах Чу есть 
не что иное, как интеграл по поверхности ($ 131) 


\\ Ю(х, у, 2) ах ау, 


$: 


взятый по верхней стороне поверхности $55. Точно так же двойной интеграл от 
Ю (х, У, 2), взятый с обратным знаком, есть интеграл по поверхиости 


\\ Ю(х, уд ахау, 
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взятый по нижней стороне поверхности $5,. Следовательно, складывая оба инте- 
грала, мы можем написать: 


ЕС 4у 42 — Ц Ю (х, у, 2) ахау, 
.) 92 
5 


причем второй интеграл взят по внешней стороне поверхности $5. 

При помоши известных уже рассуждений эта формула может быть распро- 
странена на объем, ограничеиный поверхностью произвольного вида. 

Перемещая х, у, 2, мы получим из последней формулы две аналогичных 


формулы: ы 
{| ахуе — (Ре 2) Чу аг, 
В) Х 


х 


(Гуеое = [9% 5, 2) 42 4х. 
у ., 


Складывая эти три формулы, мы приходим к общей формуле Остроград- 
ского (Грина) для тройного интеграла: 


ЭР 90 3ю 
— < — Чу 42 = 
У (5; + г .) Чквуче 


=\\ Ре. у, г) Чу 42 -- О(х, у, д ахаг + Ю (х, у, г]ахау, 


5 


где, как и выше, интегралы в правой части берутся по внешней стороне по- 
верхности. 

Например, полагая Р=х, О=Ю=0 или О—у, РЕЮ=0 или Ю-=2, 
Р==О9 =0, мы видим, что объем, ограниченный поверхностью $5, равен любому 
из трех интегралов по поверхностям: 


Це 4уч2, ум к, 
$ 


К . 


\гахау. 


©—Ъ 


137. Соотношение между двумя элементами поверхиости. Чтобы вывести 
формулу замены переменных в тройном интеграле, мы можем применить способ, 
совершенно аналогичный способу & 117—118. Сначала мы выведем предвари- 
тельную формулу. Пусть будут 

ХУ ИГ), Уф, У, 2), 2—4 (а, у’) -(6) 
формулы, определяющие точечное преобразование простраиства; х’, у’ 2’ суть 
прямоугольные координаты точки м’ по отношению к системе прямоугольных 
координат О'х’, О’у, О’, а х, у, # — координаты соответствующей точки и в 
прямоугольной системе Ох, Оу, О2, имеющей тоже расположение осей, что 
и первая, так что обе системы можно совместить. Мы предположим: 1) что точка 
х, у, = описывает отраниченную область (Е), когда точка х"', у’, 2' описывает 


другую ограниченную область (Р”); 2) что точки этих двух областей находятся во 
взаимно однозначном соответствии; 3) что функции /, $, $ непрерывны и имеют 


‚ 2 (х, у, 2) 
непрерывные частные производные в (Ё"), и что якобиан Богу, =) не обращается 
‚У, 
в нуль в (Е'). 
Соответствие точек обеих областей может быть прямым или обратным. 
: .и т 
Пусть будут мё, т’, т'Ь три линейных элемента, образующих в области 


(Е') некоторый триэдр; этим линейным элементам соответствуют в области (Е 
линейные элементы тё, ть тЁЬ, которые также образуют некоторый триэдр, 
ибо якобиан функций рф, ф не равен нулю в токе г’ (ср. упражнение 13, $ 65). 
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Если этот триздр тЬЬф имеет то же расположение осей, что и триэдр 
г 1 ' ` 
т ЕЁ, то соответствие, определяемое формулами (6}, пазывается прямым, 


в противном случае оно называется обратным. Это определение можно заменить 
следующим. Пусть 5, 5' — две соответствующие друг другу поверхности в об- 
ластях Е, Е', каждая из которых имеет две различных стороны, а Г, [" — замкну- 
тые кривые, которыми эти поверхиости ограничены. Выберем па этих контурах 
два направления обхода, соответствующих друг другу иа основании формул (6); 
этим направлениям обхода отвечает вполне определенная сторона каждой новерх- 
ности, на основании соглашения, принятого в $ 132. Если эти две стороны 
поверхиостей 5, 5’ также соответствуют друг другу в силу формул (6), то соот- 
ветствне, определяемое этимн формулами, есть прямое; в противном случае оно 
является обратным. 

Рассмотрим теперь две стороны поверхностей $, $', соответствующие лруг 
другу в рассмотренном точечном преобразовании, и пусть будут (2, В, 1), (2', %, 7’) 
углы, образуемые с осями направленнями нормалей к этим сторойам. Пред- 
положим, что координаты точек обеих поверхностей 5, 5’ выражены в функцин 
двух параметров ии 9; выше было объясиено, какой смысл мы вкладываем в 
выражения: положительное направление па контуре, положительная сторона 
поверхности. Если соответствие является прямым, то положительной стороне $ 
соответствует положительная сторона 5’, и на основании формул (44) 6 132 
н аналогичных формул, относящихся к поверхности 5’, мы имеем: 


Въ) 
В (и, ч) 


Ву) 


с0$ у 45 `Б "Е 


Чиа, созт’ а’ аи аз, 


где 4: и 45’ суть элементы площадей поверхностей $ и 5’. Если соответствие 
является обратным, то положительной стороне $ соответствует отрицательная 
сторона 5', и во второй формуле соз\’ следует заменить через — соз*". Деля 
эт! формулы почленно, мы находим: 


081% _,В(Фу Вх, у) (7) 
сз" 45" Ви, о) ‘Ош,’ 


где следует ВЗЯТЬ знак -|- или знак — в зависимости от Того, является ли соот- 
ветствие прямым или обратным. 
Из этого соотношения вспомогательные переменные п иИо можно Исключить, 
в самом деле, мы имеем: 
1 
(ху _ 24% О(,у) 


В Во, В Б(е,х) 


Био) В). Баи Тр. 2) В (5) ре») Р (а, 5) 
РВ (ху) _ 
Так как полученное соотношение однородно относительно якобианов РЕ. о)’ то 


мы можем заменить в нем эти якобианы пропорциональными им косинусами 
С0$1', С03В', с0$ 7; мы приходим к следуюшему соотношению: 


1249 Ри 509. 
"|507 Вх 93 Тре.) 


› 


с0$ 143 = 


08а’ -- 


с0$1'| @7. (7) 


Аналогичные формулы мы имеем для с05а 45, ©0$ 30°, и эти формулы ио- 
зволяют заменить любой поверхностный интеграл, распространенный на $, интег- 
ралом по поверхности 5". 

138. Замена переменных. //ервый способ. Пусть будут О, О’— две соот- 
ветствующие друг другу области, взятые в областях (Е), (Е) и ограниченные 


замкнутыми поверхностями 5,5'. Найдем сначала выражение отношения тя объ- 
емов этих двух областей. 
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Мы имеем: 


У=\ 24х4у-— \ 26051 4%, (8) 
где 4‹ есть элемент поверхности $, а угол, составляемый с осью Од иа- 
правлением внешней нормали. Формула (7’) позволяет заменить поверхностный 


интеграл (8) поверхностным инлегралом, распространенным на 5". Мы имеем, 
таким образом, 


У == | (ху, = | с0$ а’ 2/9) 
. У 
5’ 


# 20. соз 


Е 605 р (2, х’) | | В (х', у!) 


Бу, =’) 


где а’, ', \”— углы, составляемые с осями О’х’, О’у', О'2' виешиею пормалью к 
поверхности 5’; при этом мы лолжны взять перед интегралом знак -|- или знак — 
в зависимости от того, является лн соответствие прямым или обратным. Этот 


повый интеграл есть ие что нное, как поверхностный интеграл (см. $ 131, 182 
и 137) 


СС р ы } ! р 5 1 га 
р Чу’ 42 + $ РВ а ах’ + 


`распространенный па внешнюю сторону новерхиости 5". 
Применим к этому последнему интегралу общую формулу Грина; мы полу- 
чаем: 


Гд р ($) 9 ря 9 О 
аа (3 [В | [Ре О | Цаарах. 8 
|1] = | На р (2, р ня Г х ау аз ( } 


Развертывая выражение подийтекральной функции, мы получаем члены двоя- 
9% 40 
кого рода; одни из них, как Ф ————_”, содержат производную второго но- 
д’ ду" 95 
рядка, но эти члены, как нетрудно видеть, попарно уничтожаются. Что касается 
членов, содержащих лишь производные нервого порядка, то сумма их равия 


ро 40 (/9 ре РФ, 


дд В, "дБм "дб, У) Буг 


Мы имеем, следовательно, 


н наконец, применяя теорему о средием, 


— + В, % 9) 
У РЕо (9) 


где (=, т, ©) — координаты некоторой точки области Е’. Из этой формулы мы 
прежде всего заключаем, что соответствие является прямым или обратным в 


р (+9 й 
Бу 2) (Р. УПраж 


нение 13, $ 65), так как Уи У' существенно положительны, и мы можем пере- 
писать формулу (9) следующим образом: 


О (}, $, $) , 
РЕТОГ (9) 


зависимости от того, положителен или отрицателен якобиан 


и= у’ 
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Эта новая формула (9') соверщенно апалогична формуле (17) главы УТ, и мы 
выводим из нее тот же самый ряд следствий. В частности, мы непосредственио 
получаем общую формулу замены переменных в тройных интегралах; лля этого 
достаточно воспроизвести без изменений метод $ 118. Если Р (х, у, 2) есть функ- 
‘ция, интегрируемая в области Е, то мы имеем: 


ебли Еф В р 


$ 139. Замена переменных. Второй способ. Формулу (10) можно до- 
'казать также следующим способом. Заметим, прежде всего, что если 
эта формула доказана для двух или 
нескольких частных замен переменных, 
то, на основании известных свойств 
функционального определителя (6 52), 
она будет также верна для замены пе- 
ременных, получающихся от последо- 
вательного выполнения всех этих част- 
ных замен. Далее, если формула (10) 
верна для нескольких областей про- 
странства, то она будет также верна 
и для области, получающейся от сложе- 
ния всех предыдущих областей. После 
этого замечания мы докажем сначала, 
как и в случае двойного интеграла, что 
формула (10) применима ко всякому 
преобразованию, при котором заменено 
только одно независимое переменное, 
например к преобразованию вида: 


х=х", у= у, 2=(х', У, =). (11) 


Предположим, что обе точки М (х, у, 2) 
и М!(х, у, =) отнесены к одной и 
Черт. 26. той же системе осей (черт. 26), и что 
каждая прямая, параллельная оси Оз, 
пересекает поверхность, ограничивающую область Е, не более, чем 
в двух точках. На основании формул (11) этой поверхности соот- 
ветствует некоторая другая поверхность Е’. Опишем около обеих по- 
верхностей цилиндр, образующие которого параллельны О; он пере- 
хечется с плоскостью 2==0 по некоторой замкнутой кривой С. Каждая 
точка т области А, ограниченной контуром С, есть проекция некото- 
рых лвух точек т), ия с координатами 2, 2, ‚первой поверхности и не- 
которых двух точек т,, т, с координатами 2,, г, второй поверхности. 
Выберем обозначения "таким образом, чтобы было 21 < 2, и 21 «2, . 
По-формулам (11} точке 2, соответствует или точка т; , или точка т, 
Чтобы различить оба эти случая, достаточно обратить внимание на 


% 


9 
знак си. Если ы положительно, то & возрастает вместе с 2'; тогда 
г 2 


Чх' ау'аз'. (10) 


‘точке 2, соответствует точка ту и точке т, — точка т, . Напротив, 
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3 
если ы отрицательно, то, при возрастании 2 = убывает; следова- 
тельно, точке и; соответствует точка 1, и точке т, — точка т‚. В пер- 
вом случае имеем: 


' 


РЗ = 

2 * 

| Е(х, у, 2) а2= \ Е[х, у, %(х, у, 2!) м 42; 

; 2 

напротив, во втором случае: 

2, -, 

| | 7 9 ! 
Е(х, у, 2} 42 = — Е[х, у, Ф (х, У, 2] 92". 

ы ", 


1 


В обоих случаях мы можем написать: 


' 
2 
* 
* 


\ Е(х, у, 2) 42 = \ Е[х, у, ф(х, у, т 


2 : 
1 2 
1 


42". (12) 


Если теперь мы возьмем от обеих частей этого равенства двойные 
интегралы, распространенные на область А, то двойной интеграл 
о 23 
\ ахау \ Е(х, у, 2) 42 


о +) 


ел 


будет не что иное, как тройной интеграл 


р 
(Тс, » дахауаь, 
взятый в области Е пространства. Точно так же, заменяя в правой 
части равенства (12} х через х', ау через у’, мы вндим, что двойной 
интеграл от правой части равен тройному интегралу от 

9Ф 


Вх’, у’, (х', у’, 2] у 


, 


взятому в области Е’. Следовательно, в этом частном случае имеем: 


\\ Е(х, у, 2) 4 -— ||| Ех, У, (ху, 7] Ё 
Е у 


4х' ау’ 47. 


р (х, у, 2) 
Б(х', у, =) 
для замены переменных вида (11} формула (10} доказана. 


д 
Но здесь определитель обращается в м и следовательно, 
г 
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Общая формула (10) применима также к замене переменных, опре- 
деляемой формулами: 


х=А(х', У, 2) ужом, И, 2), 2=.12, {13} 


где не заменено одно только переменное 2. Предположим, что эти 
формулы устанавливают взаимно однозначное соответствие между точ- 
ками двух областей Е, Е' пространства; тогда, в частности, будут 
однозначно соответствовать друг другу точки сечений Ю, Ю', получаю- 
щихся от пересечения областей Е и Е' одною и тою же плоскостью, 
параллельною плоскости 2 =0. Поэтому, но формуле замены перемен- 
ных в двойном интеграле, будет: 


ооо [[ РА, У, 29, 9, У, 2,21 
Г 


Ю 


р(л 3) 


1: 4 
р, У} 4х Чу’; (14} 


о5е части этого равенства зависяг только от переменного 2 = 7. Интег- 
рируя еще раз между теми пределами 21 их., в которых переменное = 
может изменяться в области Е, мы получим формулу: 


` 
2(1, 9) дла аи 5 
Боя) 4 ау 427. (15} 


= [|] кбе, =), $ (м, у, 7), 2] 
Руа БУ 


Г: 
Но в этом случае — ‚ так что формула (10) при- 
Бу, =) Бух, у) | 
менима также и к замене перемениых вида (13). 
Покажем теперь, что всякая замена переменных 


х=У (м, у, 2), У=9 (м, У, 2), 2== (м, У, 21} (16} 


может быть получена последовательным выполнением двух предыдущих 
замен. В самом деле, положим х'=х,, У’ ==у,, 2'— 2; тогда последнее 
уравнение можно представить в виде 2'=% (х', У, 2)), откуда находим 
21 ==п (х', У’, 2'). Таким образом формулы (16) могут быть заменены 


системою шесги уравнений: 


х А, У, м (м, у, 2) |, Ух", п(х", у, 2') |, 2==2', (17) 
х'. м, У, . 2—4 (ху, 2). (18) 


Как мы видели, общая формула (10) применима к каждому из преобра- 
вований, определяемых формулами (17) и (18); следовательно, она при- 
менима также и к замене переменных (16). 
Точно так же легко было бы доказать, что общее преобразование 
(16) можно заменить тремя последовательными преобразованиями вида (11). 
140. Элемент объема. Перепишем формулы (6), определяющие замену 
переменных, заменяя х’, у", 2’ через и, о, ®: 


х=(и, 9, №), уф (и, 9, %), 2==0 (и, 9, 0). (19) 
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Изменяя немного принятое до сих пор истолкование, будем теперь 
рассматривать и, 9, ® как систему криволинейных координат. 

Поверхности (и), например, суть поверхности, описанные точкой 
(х, у, 2) при произвольном изменении Фи ®, когда и сохраняет посто- 
янное значение; поверхности (9) и (4) определяются таким же образом. 
Если через каждую точку области Е пространства проходит единствен- 
ная поверхность каждого из этих семейств, то они разобьют область Е 
на весьма малые шестигранникн, аналогичные параллелепипедам, образуе- 
мым плоскостями, параллельными координатным. Объем шестигранника, 
ограниченного поверхностями (и), (и | 4и), (ч), (© @%), (2), (ш -- 4), 
где ди, 4%, Я положительны, по формуле (19) равен: 

= | Чи ао 4%, 


р 4,9) | 


В (и, ч, и) 
где = бесконечно мало вместе с ди, 49, 4. Членом ё ди 49 4® можно 
пренебречь, как мы уже неоднократно указывали ($ 72, 118): произведение 
ру, $, $) 
О (и, ъ, м) 


Аи Чи до 4% (20) 


называется элементом объема в системе криволинейных координат (и, 9, 9). 
Пусть будет 45° квадрат линейного элемента в той же самой системе 
координат; из формул (9) имеем: 
9 р 9/ 9:0 
Ах -У аи У д < 4%, ду= — @и- 
9и 99 920) 9 


, 


возведя последние равенства в квадрат и сложив, получим: 
9 — | . 2 
458 — Ну и? - Н, 45? -- Н, 4? -- 22, ду а -|- 


-- 2, ди о + ЗЕ, аи 46, (21) 
те 9х 2х\? ] 
«5 н.-$(»), ы. =), 
(22) 
—5% 9х 9х _ сах 9х 9х | 
додш би ид” аи 50’ | 


причем знак с всегда показывает, что х должно заменить последователь - 


но через уи через 2 и взять сумму трех получающихся членов. Формула 
для ЧУ может быть получена весьма просто из формулы для 457; в самом 
деле, составляя квадрат определителя по известному правилу, находим: 


эх ду 92| 

ди ди ди НЕЕ 

дах ду 92| == ВН, ЕВ | =М; 
990 40 м Р. Е, Н; 

3х ду 32 

о и 9 


и 
ледовательно, элемент объема равен |’ М ди 49 4. 
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Рассмотрим, в частности, тот весьма важный случай, когда коорди- 
натные поверхности (и), (9), (%) образуют тройную ортогональную сис- 
тему, т. е. когда три поверхности, проходящие через какую-нибудь 
точку пространства, пересекаются попарно под прямым углом. Тогда ка- 
сательные прямые к трем линиям пересечения трех поверхностей, взятых 
попарно, образуют прямой трехгранный угол; поэтому необходимо 
Е =, =Р, ==0, и эти три условия будут вместе с тем и достаточ- 
пыми, В этом случае формулы для 45? и АИ принимают следующий 
простой вид: 


45 = Н, ди? |- Н, 4? |- Н, 4и?, 4/=У НН, Н, ди до 4. (23} 


Эти формулы легко вывести геометрически. Предположим, что 4и, 4, 
4 очень малы, и будем т она, о, ограничен- 
ный поверхностями (и), (и-- 4и), (5), (о а5)}, ‚ (в Ч- 4), как 
весьма малый прямоугольный параллелепипед с и кин гранями. Пре- 
небрегая бесконечно-малыми высших порядков, мы найдем, что ребра 
этого параллелепипеда будут соответственно равны УЛ, Чи, УН, аз, 
УН, 4. Приняв диагональ и объем этого элементарного параллелепи-. 
педа за линейный элемент и за элемент объема, мы получим формулы (23) 
Точно так же площадь одной из граней ИНН, 4и 4о представляет эле- 
мент поверхности (&). 
Рассмотрим, например, полярные координаты в пространстве: 


Х— 0510059, у==озт@ зу, 2==рс0$ 0, (24) 


где р предстазляет расстояние точки М(х, у, 2) от начала координат, 
\ — угол, образуемый прямою ОМ с осью Ох, и ф — угол, образуемый 
с Ох следом плоскости МО? на нлоскости #==0. Чтобы иметь все точки 
пространства, достаточно изменять 0 от 0 до-|- сю, Фот 0 до пиф 
от О до 21. Из формул (24) находим: 


45? = 40? | 0? 462 -[- р? з? 0 4, (25). 


и следовательно, 
ау р? зп 8 40 48 4%. (26). 


Эти формулы легко получить непосредственно. Три семейства поверх- 
ностей (р), (6), ($) суть соотвегственно: концентрические сферы с цент- 
ром в иачале координат, круглые конусы с вершиною в начале коорди- 
нат, осью которых служит ось О2, и, наконец, плоскости, проходящие 
через Ог. Эти три семейства, очевидно, образуют тройную ортогональ- 
чую систему. Измерения элементарного тела, как это легко видеть из 
черт. 27, суть 40, р4), рзш04ф, и мы приходим к формулам 
(25) и (26). 

Пусть будет А == }(9, $) уравнение замкнутой поверхности $, окру- 
жающей начало координат, и пересекающейся с каждою  полупрямою, 
выходящею из начала координат, не более, чем в одной точке. Чтобы 
при помощи переменных 0, @, Ф вычислить тройной интеграл, распро- 
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страненный на область, отраниченную этою поверхностью $ должно. 
изменять р от 0 доК, Фот 0 до пифот 0 до 2п. Например, объем, 
ограниченный этою  поверхно- 
стью $, равен тройному интегралу: 


ток 
И=\ 4 \ 40 \ 02516 4; 
6 5 о 


первое интегрирование выполня- 
ется непосредственно, и полу- 
чается 


2; х 
Зе: 
и [4 ба, 
' 3 
о 0 


х/ 
Иногда пользуются также цилиндрическими координатами и, ®, 2, где- 
Хх = 7с05%, у —= гзшо. В этом случае мы имеем: 


452 — 4" -- ? 4%? -- 42, 4У = г 4 4 42. 


141. Эллиптические координаты. Поверхности, представляемые уравнением 


х2 7 22 __ 
а 1 = (27), 


где \ — переменный параметр иа>8 > с_>0, образуют семейство софокусных 
поверхностей второго порядка. Через каждую точку пространства прохояят три 
поверхности этого семейства: эллипсоид, двуполостный гиперболоид и однопо-. 
лостный гиперболоид, так как уравнение (27) всегда имеет один корень }., содер- 
жащийся между фи с, один кореиь )», содержащийся между а и Ь, и один ко- 
рень )з, больший а. Эти три корня №, о, Аз называются эллиптическими коорди- 
натами точки, прямоугольные координаты которой суть х, у, 2. Каждые две по- 
верхности этого семейства ортогональны; в самом деле, заменяя в уравнении (27) 
Х сначала через }., потом через \› и вычитая почленно полученные равенства, мы, 
по разделении на \, —)., получим соотношение: 


я У Йо 
ид Гаити 9-9” 


(28) 


из которого видно, что поверхности ()!} и (45) ортогональны. 

Чтобы получить наиболее простым способом х, у, 2 в функции \ь, №, а, за- 
метим, что так как и, №», \з суть корни уравнения (27), то должно быть тожде- 
ственно: . 

ао 20—а-о-ла-д(-д-20-—9(-о= 
= — №) — м) 0 — №); 


полагая в этом тождестве последовательно \=а, ^=8, =, получим отсюда: 


2 —_ @з—- @) (а — м) (а — №) ) 
(@—6)(а—6) ’ | 
— 03—68) 0% —6)(6—),) 


= @—-960-9 (25), 


— 03—56) 05—60. — с) 
= — @—96—о -) 
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Взяв логарифмические производные, имеем: 


ха, 4 а 
“= о (а м— а" 50.) 
Га, 4 4“) 
47=5 (=, ГЕРБ), 
2 [4 0 о 4 } 
42—55 (=, Е! №—с/ ^ 


Составив сумму квадратов последних равенств, найдем, что, на основании с0- 
отношения (28) и ему аналогичиых, члены с 4), 4», 4, Ч, Ч @'. исчезают. Ко- 


эфициент при 4? будет: 


1 | хз | у 22 


а [бат 6 


; 
заменяя х?, у, 2? их зиачениями и делая приведение, получим: 
М, = 1 (3 — №4) 05 — №) . 
— < ? 
4 0—4) (4—0 — 6 
коэфициенты М» и М, при 42 и 42 получатся из М, круговою перестановкою. 
Гогда элемент объема будет равен У М, Мьмз 4, 45а)... 
142. Интегралы Днрихле. Пусть требуется вычислить тройной интеграл 


\ ( \ хр уд 27 (1 —х— у— зах ауа2, 


о 


взятый внутри тетраэдра, ограниченного плоскостями х==0, у=0, 2 =0, 
ху 2 =1. Положим 


ХУ 2—Ъ у2- 9, 2=8Щ, 
где 3, ". *— новые переменные. Эти формулы можно представить иначе в виде: 
: У-2 2_. 
ху п, би 
ху? У 2 


обратно, мы имеем х = (1 — т), у=- 1 (1—0), 2. и. Если х, м, 2 положительны 
н сумма х Г у-- 2 меиьше едииицы, то *, т, © заключаются между нулем и еди- 
ницею. Обратно, если 5, т, & заключаются между нулем и единицею, то х>0, 
У>02>0 и х-у-+2< 1. Таким образом мы заменили тетраздр кубом. 

. Чтобы вычислить функциональный определитель, положим Х— 3, У=че, 
=, откуда имеем х=_ Х— Ку: :/-— 1, 2-Е. Но 


БР (х, у, 2) _Б(х у 2) Б(Х, У, 2) _ 
РЕ 0 БМЕА) БЕвЯ — 


65. 
ЗТь 


н тройной интеграл после указанной замены переменлых обратится в 
И 1 1 


а [аи Ч (р очага (1 при — ОЧ 


о б о 


Подинтегральная функция представляет произведенне функции от { на функ- 
иню отт и на функцию от &. Следовательно, даиный тройной интеграл равен 
произведению трех иитегралов: 


1 


2241742 (1 — +54. \ пачки (1 — пр аа. \ 27 (1 — Оч ак. 


р .: 


9 9 


© — 
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Вводя ‘функции Г [см. формулы (33), (34) $ 128], мы получим для тройного иитс- 
грала выражеине: 


Гран ЭГ) , Газе ГОГ. 
Грани 5-+ 4) Р(ра-и+ 3) Г(а-и+2) › 


по сокращении на общих множителей остается 


ТОГО и 
ГРА 4) . 


143. Кратные интегралы. Исходя из чисто аналитических выражений, полу- 
ченных нами для двойного и тройного интегралов, мы можем распространить 
определение кратного интеграла на функции от произвольного числа независимых 
переменных. Мы ограничимся здесь только общими указаниями. 

Пусть будет хи, №, ..., Хи система п независимых переменных. Для крат- 


кости мы будем говорить, что каждая система значений №, 0, ..., хо этих 


переменных представляет некоторую точку в пространстве л измерений. Точно 
так же всякое соотношение Р(х,, ль, ..., х,)=0, в котором левая часть есть 
непрерывная функция, представляет поверхность; если Р есть многочлен первой 
степени, то мы будем говорить, что это уравнение представляет плоскость. Рас- 


смотрим совокупность точек, координаты которых удовлетворяют неравенствам 
вида: 


Ф(Хь Хо ..) А) = 0 (1=12,..., ]}; (30} 


мы будем говорить, что эта совокупность точек образует область О в про- 
странстве и измерений. Если для всех точек этой области абсолютная величина 
каждой из координат х; не превышает некоторого определенного числа, то мы 
будем говорить, что область ДО находится на конечном расстоянии. Если нера- 
веиства," определяющие область ), имеют следующий вид: 

==, жж, Ве хх, = м, (31) 


а- 


то мы ‘будем называть эту область призматоидом и будем говорить, что п по- 


ложительных чисел х1 — 0 суть измерения этого призматоида. Наконец, МЫ бу- 


дем говорить, что точка области РД расположена на границе этой области, если 
для координат этой точки по крайней мере одна из функций $, в формулах (30) 
равна нулю. 

Пусть будет О конечная область, и }(л4, х.,..., Хи) фФуикция, непрерывная 
в этой области. Предположим, что область О разбита на меньшие области плос- 
костями, параллельными плоскостям х,=0 (1—=1,2..., п)*. Возьмем один из 
призматоидов, ограниченных этими плоскостями и содержащихся внутри области 
Р; пусть будут Ахь Ах, ..., Ах, его измерения, и &,, , ..., и Координаты 
какой-нибудь точки этого призматоида. Если число всех призматоидов, содержа- 


щихся внутри области О, неограниченно возрастает так, что все измерения их 
стремятсяек нулю, то сумма 


$==У (С, ба, с. › би) АА. ., АХи» (32) 
распространенная на все этн призматоиды, стремится к некоторому пределу /. 
Этот предел / называется л-кратным интегралом от функции } (ху, ль, ..., Хи), 
взятым в области Д, 

1= \\ ‚.. \ 1 ^»..., хп) ах: ах» ‚.. Хи: 
ие 7 


Вычисление п-кратного интеграла и здесь приводится к последовательному 
вычислению л простых интегралов. Чтобы доказать, что этот закон — общий, до- 
статочно показать, что если он верен для (л— 1)-кратиого интеграла, то он также 


——_—_—_—_ 


* То-есть плоскостями х; = с01$4. (Ред.\ 
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вереи и для п-кратного интеграла. Для этого рассмотрим некоторую точку 
области О 


(%ь 4, ..., Ди). 
Если мы времеино не будем обращать внимаиия на переменное ху, то ясно, что 
точка (х4, Хо,..., Хн-1) будет описывать некоторую область /)' в пространстве 


(п — 1) измерений. Предположим, что область О удовлетворяет следующему усло- 
вию: всякой точке (хь Хо..., Х,_1) Внутри области ШО’ соответствуют на гра- 


; 
пице области ДР только две точки с координатами (%, х» ..., Хи &0) и 


(Хь Л» +.,, Япв х0), причем координаты Хх и х2) суть функции (п— 1) 


переменных хь, Хх», ..., Хи: Непрерывиые внутри области 0”. Если это условие 
ие удовлетворено, то мы разобьем Л на такие меньшие области, чтобы это усло- 
вие выполнялось для каждой из них отдельно. Рассмотрим тенерь ряд призмато- 
илов области О, соответствующих одной и той же точке (х хе, ..., Хи) 
области О'; можно доказать, как мы это уже делали для двойного интеграла ($ 124), 
что эти призматоиды дадут в $ сумму, равную: р 


„0 


Аж, Ахь... Аха [\ 1 (хь хь..., хи) 4, + |, 


<) 
п 
где || может быть сделано менее всякого положительного числа, если только 
все количества Ах; будут достаточно малы. Полагая 
(2) 
“я 
й 
Ф (хр м, ..., Ха) = Ь (ть ха, ..., и) Ах, (33) 
#1) 
х 


я 


мы видим, что / равно пределу суммы 
У Ф (х, хь..., хи.) АМ Ах... Ахла, 


т.е. равно (п — 1)-кратному интегралу 


1=\ \\... ( Ф (хх ..., храм ахо ... хи (34) 
в «/ 
взятому в области О'. Но мы предположили, что высказанное выше предложение 
верно для (п —1)-кратного интеграла; следовательно, оио имеет общий ха- 
рактер. ° 
Мы могли бы рассуждать еще иначе. Рассмотрим совокупность тех то- 


чек (Хх х»,..., Х„), для которых координата х„ имеет данное значение. 
Точка (хь Хь..., Хи_1) опишет в пространстве (п — 1} измерений некоторую 
область 8, и легко видеть, что п-кратный интеграл / равен также выражению: 
(2)` 
. "я 
1 (9х) ах» (85) 
КО 
“я 


во 


где 0 (х„) есть (п — 1) кратный интеграл \ \ \ ... | Уч ... ах распростра- 
. “о 


ненный на область 8. . 

Каким бы способом мы ни вычисляли интеграл, пределы для различных инте- 
граций, которые при этом должиы быть выполнены, зависят от свойства области ОД 
и вообще изменяются в зависимости от перемены порядка интеграций. Исклю- 
чение составляет только тот случай, когда ДР есть призматоид, определяемый 
условиями: 


0 
== л,, ..., ==, Х,, 
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В этом случае кратный интеграл имеет выражение: 


х х Хи 
‚ 2 . 
\ ах | Ях. ... ) Лан, 
д х ^ 


и мы можем произвольным образом изменять порядок иитеграций, не изменяя 
пределов, соответствующих каждому переменному. 

Формула замены переменных также распространяется па я-кратные ните- 
гралы. Пусть будут: 


' 


' ' . ‹ 
= (1, Хх, ...) х„) (== 1, 2,...) п) (36) 
формулы преобразования, устанавливаюшие взаимно однозначное соответствие 
! ‚г , 
между областью О’, описываемою точкою (х1, х, ..., х,), и областью О, опи- 
сываемою точкою (хь хз, ..., Хх). Мы имеем: 


\\\ А Р(жь мы ..., Хи) @х, ... Чье 
ре 

.“ > р ну ' ' 

А...) Р(Фь 9 2.) и) Ре чи, ...ах,. (37) 
р * О (х 

Доказательство этой формулы вполне аналогичио предыдущим. Укажем здесь 

только в общих чертах ход рассуждений. 

1. Если формула (37) верна для двух преобразований, то она будет также 
верна и для того преобразования, которое получастся от последовательного вы- 
полнения этих двух преобразований. 

2. Всякая замена переменных можст быть получена как соединение двух 
замен переменных следующего вида: 


1 В ___ + т 38 
А, А, 1. АХ я 9 (т, о, .:» Ми), (38) 


‚ ! 
И, 1, х,), 6. .ь ХЕ А +.) Жи) ЖЕЕХ,, (39) 


3. Формула (37) применима к замене переменных вида (38); это следует 
из выражения (34) для я-кратного интеграла. Точно так же из выражения (35) 
для п-кратного интеграла следует, что если мы предположим, что формула (37) 
доказана для (п — !)-кратных интегралов, то эта формула будет применима также 
и к замене переменных вида (39). Таким образом, переходя последовательно от п 
к п-- |, можно доказать, что формула (37) имеет общий характер. 

Предноложим, например, что требуется вычислить определенный интеграл 


= А... \ хех... (Ех, — Ж--... — хи) ах, хо ... Чи, 


«о . 


распространенный на область О, определяемую инеравенствами 


Ох, бы, ..., ях ам... жа ь 
где а, а, ..., а, 8 положительные числа, 
Сделав замену переменных 
. — Е ри — Е 
жа... НХ, =, Ж-Ё... + Хи 65% 4.9 Ха... би» 


мы заменим область Р областью О’, определяемою неравеиствами 
О, О, ..., Оз |. 
Кроме того, простым вычислением ($ 112) получим: 


В (ха, ..., Хи) дип Тан к Й 
Р (Е, 5, ‘'- Ел) и 2 "- 
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Подинтегральная функция принимает вид: 


ИИ Ви д Бум... (Е бум 
и искомый интеграл выражается при помощн функции Г: 
1—= Ра + ПГ (а + 1... Г ОТаи. (40) 


Га аа... На 8-1) 


Ц. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПОЛНЫХ ДИФЕРЕНЦИАЛОВ. 


144. Общий метод. Пусть будут Р(х, у), О (х, у) функции двух не- 
зависимых переменных х и у. Выражение 


Рах-- оду 


вообще не прелставляст полного диференциала от некоторой функции 
двух переменных х, у. В самом деле, как известно, уравнение 


4и = Рах | Чау (41) 
равносильно двум отдельным уравнениям: | 
ди ди 
5 = (*, У}, 3у- 9% У). (42) 


Диференцируя первое из уравнений (42) по у, а второе по х, мы ви- 
дим, что функция и(х, у) должна удовлетворять двум соотношениям: 
_ 92 3Р (х, у) 9°и 409 (х, у) 
дд о’ д 


Таким образом, для того чтобы существовала функция и(х, у}, удовлс- 
творяющая условию (41), должно быть тождественно: 
9Р 309 р 
— =. (43) 
ду 9х 
Это необходимое условие вместе с тем и достаточно. В самом деле, 
существует бесчисленное множество функций и(х, у), частные про- 
изводные которых по х равны Р(х, у); все эти функции заключаются 
в формуле: 
А 


и=\ Р (х, у) ах - У, 


№ 


где хо — произвольное постоянное, а У — произвольная функция пере- 
менного у. Чтобы эта функция и{х, у) удовлетворяла уравнению (41}, 
необходимо и достаточно, чтобы ее частная производная по у была 
равна О (х, у), т.е. чтобы было: 


Ра 
‘ар ау 

— ах-- = 
\ > "Г ау © (х, у) 


Хо 
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Но, на основании условия интегрируемости (43), имеем: 


к Иа 
и предыдущее соотношение обращается В 


97 . 
при == © (х‹› У). 


ду 
Правая часть зависит только от у; следовательно, существует бес- 
численное множество функций Уот у, удовлетворяющих последнему 
условию. Все они содержатся в формуле 


У 
У— \ @(жь у) 4-Е С, 
3% 


где У есть некоторое частное значение переменного у, а С— про- 
извольное постоянное. Таким образом существует бесчисленное множе- 
ство функций и(х, у), удовлетворяющих уравнению (41); они выра- 
жаются формулою: 


х У 


и. \ Р(х, у) ах-|- \ О (хь› у) 4у-|-С (44) 


Ат № 


ни различаются между собою только значениями добавочиого постоян- 
ного С. 
Пусть будет, например, 


х-ф-ту у-тх 
№’ — ога ; 
ху? х: ру? 


условие (483} удовлетворяется, и, полагая х =0, уу ==], имеем: 


Ч 


х У 
аи [тс 
р-р у? 


Выполнив указанные интегрирования, получим: 


1 х х , 
и = > Пе (х? Ут (= и =) Ну-с, 


0 
или, после приведений 
, › 


| - 


и Ша (х? -- У) такив = С. 


Этот метод можно распространить на случай любого числа незавн- 
симых переменных. Мы рассмотрим только случай трех переменных. 
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Пусть будут Р, 9, Ю функции от х, у, 2; уравнение с полными дифе- 
ренциалами 


аи —=Рах-- Оау-т Ва: (45) 
равносильно трем уравнениям: 

9и 9 ди 

— = — = -— = . 46 

3х у ©, к Ю (46) 

Вычисляя двумя различными способами производные и Уи 
#] С. } $ [ м 3 > 
у Р Р дны хду’ ду, 
$2и 
ха’ мы получим три необходимых условия: 
эР д 9 р 
— ея Я 9 9 (47) 


да’ д 9. 


Предположим, что эти условия удовлетворены. На основании пер- 
вого условия существует бесчисленное множество функций и (х, у, 2), 
частные производные которых по х и по у равны соответственно Р 
и О; все эти функции содержатся в формуле: 

х у 
и = \ Р(х, у, дах-- \ О (ху, у, Эау-Р 2, 


в У 


д ди 
где 2 есть произвольная функция от г. Чтобы производная Е была 


равна Ю, необходимо, сверх того, чтобы было 
х у 
` эр . 
— ах 
92 


Хь Уз 


90 (х%, У, =) 42 _ 5. 
92 Чу + 92 _ К; 


вследствие соотношений (47) последнее уравнение образцается в 


47 
К, у, 2) — Ко, у, 2 Ю (хо, У, 2) — К (Жо У», 2) Нах =А (о У, 2), 


или 
47 
а = К (№: Уз» 2). 
Отсюда мы заключаем, что существует бесчисленное множество 
функций и(х, у, =), удовлетворяющих уравнению (45); все они пред- 
ставляются формулою: 


х у 2 
и—\ Р(х, у, дах-- \ Ч (жь у, 2) 4у-- \ Юж, У, Эд а2 С, (48) 
Хо У 2 


где Хо, Ус; 20 —— произвольно выбранные числовые значения переменных, 
а С— произвольное постоянное. 
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ХУ 
145. Исследование интеграла \ Рах-|- Оау. Предыдущий вопрос 

# №, 
можно рассматривать с другой точки зрения, которая позволяет иссле- 
довать его глубже и приводит к новым результатам. Пусть будут 
Р(х, у) и О(х, у) функции, непрерывные вместе со своими частными 
производными иервого порядка в области А, ограниченной одним за- 
мкнутым контуром С; эта область А может также охватывать всю плос- 
кость, что равносильно предположению, что контур С удален в беско- 

нечность. Криволинейный интеграл 


Рах- 94, 

взятый вдоль пути Ё, расположенного целиком внутри А, зависит 
вообще от пути интегрирования. Найдем прежде всего, при каких 
условиях этот интеграл зависит только от координат (5, Уз), (%:, 51) 
конечных точек этого пути. Пусть будут М и М две каких-нибудь 
точки области А, и Г, --два пути, соединяющих эти точки и не 
пересекающихся между собою; оба эти пути, вместе взятые, образуют 
замкнутый контур. Для того чтобы криволинейные интегралы, взятые 
вдоль Ё и вдоль ["', были равны, очевидно, необходимо и достаточно, 
чтобы интеграл, взятый в определенном направлении вдоль замкнутого 
контура, образованного обеими линиями, был равен нулю *. Таким 
образом предложенный вопрос равносилен следующему. При каких 
‘условиях криволинейный интеграл 


\Рах-- оу, 


взятый вдоль какого-нибудь замкнутого контура, расположенного 
в области А, будет равен нулю? 
Ответ на этот вопрос получается непосредственно из формулы Грина: 


30 о 
|раи-- 9% —=\ (и -ь) 4х 4у, (49) 
| 


где С обозначает какой-нибудь замкнутый контур, расположенный 
в области А, а двойной интеграл распространен на область, заклю- 
чающуюся внутри контура С. Очевидно, что если производные от функ- 
ций Ри О удовлетворяют соотношению: 
9Р 30 , 
тя, (43') 
ду эх 
то криволинейный интеграл, стоящий в левой части, всегда равен 
нулю. Это условие вместе с тем и необходимо. В самом деле, предпо- 
ЭР 90 
— — — не равна тождественно нулю; 
ду 9х 
так как, по предположению, эта разность есть непрерывная функция, 
то всегда можно найти настолько малую область а, чтобы в области а 
знак этой функции был постоянен; тогда из формулы (49) очевидно, 


ложим, что в области А разность 


* Так как этот интеграл равен разности интегралов, взятых по обоим путям 
от точки М до точки М. (Ред.) 
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что криволинейный интеграл, взятый вдоль контура области а, ие мо- 
жет быть равен нулю. 

Если условия (48') удовлетворяются тождественно, то два пути 
Г, И, имеющие одни и те же крайние точки М, № и не пересекаю- 
щиеся между этими точками, дадут для криволинейного интеграла олно 
и то же значение. То же самое будет и в том случае, если между 
И и М эти пути несколько раз пересекаются, так как достаточно их 
сравнить с третьим путем [”, не встречающимся с лзумя первыми 
нигде, кроме точек Ми М. 

Предположим теперь, что один из концов линии интегрирования 
есть постоянная точка (х, Уз), а другой конец -— переменная точка 
(х, у) области А. Интегран 


ху 
Ех у= | РАх-+ 94, (50) 
ж,У 
взятый вдоль иути произвольного вида, ‚зависит только от координат 
(х, У) переменного конца. Частные производные от функции Ё(х, у) 
суть как раз Р(х, у) и О(х, у). Например, мы имеем: 


ж + Ах, у 
Вх Ах У =Р(х У \ Рак уах; 
ху 
в самом деле, мы всегда можем предположить, что сначала идем по 
прежнему пути от точки (ж, У) к точке (х, у), а потом от точки 
(х, У) к точке (х- Ах, у) по прямой, параллельной оси Ох, причем 


вдоль этой прямой мы имеем Ду==0. Прилагая формулу среднего зна- 
чения, мы можем написать: 


Е(х Ах, у)—Р(х, у) _ 
Ах —— 


при приближении Ах к нулю мы получим Е, —Р. Точно так же мы 
убедились бы, что Е, — (©. Таким образом криволинейный интеграл 


Е(х, у) удовлетворяет уравнению с полными диференциалами (41), и 
мы получим общий интеграл этого уравнения, прибавляя к Р(х, у} 
произвольное постоянное. 

Новая формула (50) общее формулы (44), так как в ней путь инте- 
грирования остается неопределенным; впрочем, из ‘нее легко вывести 
формулу (44). Для устранения всяких недоразумений обозначим через 
(хо, Уз}, (м, У) координаты обоих концов пути интегрирования и 
возьмем за путь интегрирования две прямых х==х,, у=у,. Вдоль 
первой прямой мы имеем х=х,, ах =0, причем у изменяется от у, 
до у,; вдоль второй прямой у=у,; Чу=0, и х изменяется от ху 
до х,. Следовательно, наш интеграл равен: 


Р(х-- Ах, 5) (00; 


\ 


у 
\ 9 %› У У (х, у) а 
7 


эта формула отличается от (44) только обозначениями. 
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Но иногда бывает выгоднее выбрать другой путь интегрирования, 
Предположим, что, полагая х==}(), у-=ф(!) и изменяя Ёот & до &, 
мы заставляем точку (х, У) описывать некоторую кривую, соединяющую 
точку (ху, %) с точкою (х1, 1). Мы имеем: 


РЯ й 
\ рах + оау = \ [Ржу (В -- 966 УЛ аЬ 
Хо, У о 

и остается выполнить только одну квадратуру. Например, если мы бу- 
дем перемещаться по прямой, то нужно положить х—* | Ё(х, — №), 
У=У- Е, — у) и изменять Ёот 0 до 1. 

Обратно, зная какой-нибудь частный интеграл Ф (х, у) уравнения (41), 
мы получим из него криволинейный интеграл посредством формулы: 


Жи» У 
\ Рах- 94у=Ф(х, у) — Ф(%, у; 
ж, У 

последняя формула аналогична формуле (8) гл. (У. 

146. Периоды. Можно рассматривать и более общие случаи. Заме- 
тим прежде всего, что формула Грина применима также к областям, 
ограниченным несколькими контурами. 
Рассмотрим, например, область А, огра- 
ниченную внешним контуром С и двумя 
контурами С’, С”, расположенными внутри 
первого (черт. 28). Пусть будут Ри О 
функции, непрерывные вместе со своими 
частными производными первого порядка 
внутри этой области. (Части плоскости, 
содержащиеся внутри контуров С’, С”, 
должно рассматривать как не входящие 
в состав области А; мы не делаем никаких 
предположений относительно свойств 
функций Ри О в этих обеих областях.) Черт. 28 
Соединим контуры С’и С” поперечными и 
линиями аб, са с замкнутым контуром С. Мы получим, таким образом, 
замкнутый контур абие4яасрвада, или Г, который может быть описан 
непрерывным движением *. Применяя формулу Грина к области, огра- 
ниченной этим контурэм, мы найдем, что криволинейные интегралы, 
происходящие от линий аб и с4, исчезнут, так как каждый из них 
берется в двух противоположных направлениях, и у нас останется 


39 эР , 
Рак о& | (1) 4х ду; 


в этой формуле криволинейный интеграл берется вдоль всего контура 
области А, т. е. вдоль трех контуров С, С’, С”, в направлении, ука- 
занном стрелками, так, чтобы область, ограничиваемая этими конту- 
рами, оставалась всегда с левой стороны. 


т 


* Поперечные линии аб, с@ рассматриваются злесь как двойные, состоящие 
из двух бесконечно близких линий. 
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99 ЭР 
Если в области А функции Ри О удовлетворяют условию эх ду, 
то двойной интеграл равен нулю, и мы можем представить полученное 


соотношение в виде: 


р 


\Рах-— 9ау—=\Рах-+ о4у- \ Рах-Р О4у, (51) 
С С с" 
если мы условимся брать здесь все три криволинейных интеграла в оди- 
наковом направлении. 

Возвратимся к области А, ограниченной одним контуром С. Пусть 
‘булут Ри © функции, удовлетворяющие соотношению - и не- 
прерывные вместе со своими производными в области А всюду за 
исключением конечного числа точек, в которых по крайней мере одна 
из функций Р, О делается раз- 
рывною. Для определенности 
предположим, что в А находятся 
три точки разрыва а, 6, с. Окру- 
жим каждую из этих точек 
окружностью весьма малого 
‚радиуса и соединим эти окруж- 
ности прорезами с  конту- 
ром С (черт. 29). Интеграл 


(Рах-- 94у, взятый от неко- 


торой постоянной точки (ху, Уз) 
до некоторой переменной точки 
(х, У) вдоль линии, не пере- 
секающей ни одного из проре- 
зов, имеет в каждой точке един- 
ственное значение, так как кон- 
тур С, прорезы и малые окруж- 
ности образуют вместе одну линию, которую можно описать непрерывным 
движением. Обозначим через Р(х, у) значение этого интеграла, взятого 
вдоль этого прямого пути от точки М, (ху, У) до точки М(х, у). 

Путь, состоящий из прямой, соединяющей точку Му с точкою а’, 
бесконечно близкою к точке а, из малой окружности радиуса аа’ 
с центром в а и из прямой а'Му, называется петлею. Очевидно, что 


криволинейный интеграл \ Рах-- О4у, взятый вдоль петли, приводится 


и 


к криволинейному интегралу, взятому только вдоль окружности, окру- 
жающей точку а. Если одна из функций Р или О обращается в точке а 
в бесконечность, то’ последний интеграл вообще не равен нулю, но он 
не зависит от радиуса этой малой окружности; он равен некоторому 
постоянному --- З[, причем двойной знак соответствует двум направле- 
ниям обхода по окружности *. Мы обозначим таким же образом че- 


Черт. 29. 


* Нетрудно видеть, что постоянное %[ не зависит от радиуса окружности, 
окружающей точку а, если только эта окружность достаточно мала. В самом 
деле, опишем около точки а две концентрических окружности С, С', настолько 
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рез —- % и -—= С зиачения криволинейного интеграла, взятого вдоль 
петель, описанных около каждой из особых точек фи с. 

Теперь легко видеть, что всякий путь, соединяющий точку Ме 
с точкою М, может быть заменен прямым путем, идущим из точки Му 
к точке М, и рядом петель. Например, путь Мум4е М может быть 
заменен рядом путей: ИктаМ,, МаеМу, МеМу, ММ; путь МотаМ, 
может быть, в свою очередь, заменен петлею, описанною около особой 
точки а; то же будет и с другими нутями. Наконец, путь М, ЛМ равно- 
силен прямому пути. Это показывает, что, каков бы ни был путь интс- 
грирования, значение криволинейного интеграла будет иметь вид: 


Е(х, у) = Р(х, у) + т -НиВ -- рб, (52) 
гле т, п, р--три совершенно произвольных целых числа положитель- 
ных или отрицательных. Количества У, 3, & называются периодами 
криволинейного интеграла. Таким образом этот интеграл есть функция 
от Хиу, имеющая бесконечное множество значений, и нам ясно 
происхождение этой многозначности. 

Примечание. После того как проведены разрезы аз, 88, ст, функция 
Е(х, у) будет в области А вполне определенною функциею; но должно заметить, 
что в двух бесконечно близких точках, лежащих по разные стороны прореза, 
например в т и м’, разность Е (т) — Е (т') имеет конечиое значение. В самом 
деле, мы имеем: отт № 

У=А + \. 
М т т 
Это равенство можно представить в виде: 


т, ти т 
АЕ \: 
т М м. т’ 


но количество \ бесконечно мало, и у нас остается 


Ет-— Р(т) =. 
Таким образом вдоль всего разреза аа разность Р (т) — Ё(ит’) постоянна и равиа Х. 
ПрРимМЕР. Криволинейный интеграл 
(%, у) 
* хЧу— уах 


р’ 


(1,0) 
имеет одну критическую точку.— начало координат. Чтобы получить соответст- 
вующий период, возьмем данный интеграл вдоль окружности 2 -|- уз =. Имеем: 
Х=рс0$® У=рзпо, х ау — уах-= р? 4, 
2. 


ни пернод равен \4° = 2. Этот результат легко проверить, так как под знаком 


о 

интеграла стоит полный дифереициал от агс {5 >. 

малых, чтобы внутри них не содержалось ни одной из остальных точек прерыв- 
ности 6, с,... Тогда внутри кольцеобразной области, ограничениой этими двумя 
окружностями, функции Ри © булут иепрерывиы вместе со своими произвоп- 


ными первого порядка; а так как эта область ограничеиа двумя коптурами — 
одним внешним и другим внутренним, то, как было показано в пачале это: о 


параграфа, значение интеграла \Рах- О ау на внешнем контуре С равно зна- 
чению тог› же интеграла на внутреннем контуре С". (Ред.) 
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147. Обобщение предыдущих результатов. Выводы последних параграфов 
могут быть распространены без существенных изменений па криволинейные 
интегралы в пространстве 

х, у, = 
И—= \ Рах+ Од Ва. | (53) 
=) 
Хо, о, 20 . 

Обозначим через Р, ©, Ю функции, непрерывные вместе со своими частными 
производными первого порядка в области (Е) пространства, ограниченной одною 
замкнутою поверхностью 5. Найдем сначала, при каких условиях этот криволи- 
нейный интетрал зависит только от концов (хо, №, 20}, (Хх, У, 2) пути интегриро- 
вания, или, что то же, найдем, в каком случае криволинейный интеграл, взятый 
вдоль какой-нибудь замкнутой кривой Г, равен нулю. По формуле Стокса ($ 132 
этот криволинейный интеграл равен интегралу по поверхности 


39 ЭР 2ю 20 ав дю 
—< —— } ах ау- ——-“ ) ауа ———_} ада. 
(5: У) “РЦ, и) 7 2+ (> ) 2 


распростраиенному на какую-нибудь поверхность У, ограниченную контуром Г. 
Для того чтобы при всяком контуре Г этот интеграл по поверхности был равен 
пулю, очевидно, иеобходимо и достаточно, чтобы было 
ЭР 90 30 э9ю эю 5Р 
=—, —=—, =. (54) 
ду 0х 92 ду 9х 92 


Если эти условия удовлетворяются, то существует функция С переменных х, у, 2, 
полный диференциал которой есть Рах-+ Оду-+ Ю 42 и которая однозначна 
в части (Е; простсанства. Чтобы получить значение функции С в какой-нибудь 
точке, можно выбрать путь интегрирования совершенно произвольный. 

Если функции Р, О, Ю удовлетворяют соотношениям (54), но обращаются 
в бесконечность во всех точках одной или нескольких линий области (Е), то по- 
лучаются следствия, аналогичиые полученным в $ 146. Например, если одна из 
функций Р, О, Ю обращается в бесконечность во всех точках заменутой кривой т, 
то интеграл С имеет периол, равный значению криволинейного интеграла, взя- 
того вдоль замкнутого коитура, пересекающего одни и только один раз поверх- 
ость с, ограпиченную кривою 1. 

Относительно интегралов по поверхности также можно поставить вопрос, 
аналогичиый разобранному выше для криволипейпых интегралов. Пусть будут 
А, В, С функции, непрерывные вместе со своими частными производными пер- 
вого порядка в части (Е) пространства, ограниченной одпою замкиутою поверх- 
постью 5. Пусть будет У, какая-нибудь поверхность в части (ЁЕ}, ограниченная 
контуром Г произвольного вида. Интеграл по поверхности 


2. 


1—=\\ Аауаг -- Вагах-|- Сахау (55) 
зависит вообще от самой поверхности У,, а не только от. одного коитура Г. Чтобы 
этот интеграл зависел только от колтура Г, необходимо, чгобы двойной интеграл, 
распространенный на произвольную замкнутую поверхность, взятую внутри Е, был 
равен иулю. Условие для этого можно иепосредственио вывести из формулы Остро- 
градского ($ 136). В самом деле, мы знаем, что предыдущий двойной интеграл, рас- 
пространенный на какую-нибудь замкнутую поверхность, равен тройному интегралу 


ЗА 9 9С 
— — —} ахауа 
ЧЕ чь нь) 94 


распространенному па объем, ограниченный этою поверхностью. Для того чтобы 
при всяком объеме этот последний интеграл был равен нулю, очевидно, необхо- 
димо, чтобы функции А, В, С удовлетворяли соотношению: 

94.98 9С 
дн а-Н — = 0. (56) 
д ду 92 


Условие (55) вместе с тем и достаточно. 
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Этот результат легко проверить, пользуясь формулою Стокса. В самом деле, 
если даны три функция А, В, С, удовлетворяющие соотношению (56), то бесчис- 
денными способами можно найти три такие другие фупкции Р, О, Ю, чтобы было 


аЮ _ 9 д, 9ЗР 9. В 99 32 С (57) 
ду 92 92 4х 9х зу 


Если эти ур-ния имеют хотя одно решение, то оии имеют их бесчисленное мно- 
жество, так как опи ине изменяются при замене Р, О, Ю соответствеино через 


$). 
?-|- —, о+-, Юю---, 
х 42 


где \— произвольная функция от х, у, 2. Положим Ю-=0; из двух первых со- 


отношений (57) получим: 
= | 


Р== \ В (х, м, 42-1 9(% 5, 9=— \ А (х, у, 2) аг + +, У}, 
2 2 


где Ф(х, у) и ®(х, у) — произвольные функции от х ну. Внося эти значения 
в последнее уравнение (57), мы представим его в виде: 


3% 4 
9х ду 
Таким образом одну из функций $, Ф можно взять произвольно. _ 
Определив таким образом функции Р, О, Ю, удовлетворяющие уравненидм (27), 
мы найдем, что, по формуле Стокса, интеграл по поверхности Г булет равен крч- 
волинейному интегралу 


\ Рах + Оду-- Юа& 


г 


следовательно, ои зависит только от коитура Г. 


УПРАЖНЕНИЯ. 


1. Вычислить значение тройного интеграла: 


\\\15 (= — У)? - За2 — 4] ах 4уа?, 


распространенного на объем, определяемый неравенствами 
уфа 0 Эр 2 0, 
2. Вычислить. площадь поверхности, представляемой уравнением: 
4362 (ха) 2 
ах? —- фу? ’ 


и объем, ограниченный этою поверхностью. 
3. Исследовать свойства функции: 


х? У - 22 = 


Хх к 
К(Х, У, 2) = \ ах \ ау \ Ах, у, 2) 42, 
№ У 2, 


рассматриваемой как функция от Х, У, 7. Распрострапить па этот случай 
выводы 8 115. 


ГЛАВА УП. КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ $ 147 


4. Найти объем, ограниченный тою частью поверхиости, представляемой 
авнением 
уравне (2 - у? -- 22} == Заз ху, 
которая расположена в трехгранном угле Охуг. 
5. Привести к простому интегралу кратный интеграл: 
г С, а и. 
\\ ... вх РЕ А... Хх) ах, ах... Ах 


ве . 
распространенный на область 0, определяемую неравенствами 
О=хь О=хь ..., Ох, мо... Вх, а. 
(Здесь следует поступать так же, как в $ 147.) 
6. Привести к простому интегралу кратный интеграл: 


И р Хх, \Р , Рь 
\\ ... |“ 2... Х®Е |(=) +... (==) "| @х: Чх....Чхь, 


и 


п 
распространенный на область О, ограниченную неравенствами: 
О=хь Ох, ... б=х» (=) +... (=) "= 1. 
7. Вывести формулу: ' бл 
... аж. АА, 
г(+1) 


где кратный интеграл распространен на область р, определяемую перавенствами 


Мо. 
- 8. Вывести формулу: те +, < 


т 2;. 1 
\ 49 \ Е (а с0$0 -- В 0 созф Е сз 9 эт $) зп 0 4 —= 2 \ Е(иЮ) Чи, 
| 


—1 
где @еб, с— произвольные постоянные, и ЛЮ = 1 -- 22+ :?. [Пуассои] 

[Здесь следует обратить внимание па то, что предложенный двойной интеграл 
представляет интеграл по поверхиости, распространениый па сферу хр у?-|- 2—1, 
и принять за новую плоскость ху плоскость фх - су -- аг =0.] 

9. Пусть будет о = (0, $) уравиение замкиутой поверхности в полярных 
координатах. Доказать, что объем, ограничениый этою поверхиостью, равеи двой- 
ному нитсгралу, распрострапенному иа всю поверхность, 


.. 


- \\ 2 созт а, (а) 


вы 


где 4з есть элемент поверхиости и */ — угол между радиусом-вектором и виеш- 
нею нормаль. 


10. Рассмотрим эллипсоид, представляемый уравиением: 
2 2 ;. 
х + вх 2 _ 
и? 2 — [2 и? — (2 


Будем определять точки его поверхности эллиптическими координатами у и р, 
т.е. корнями предыдущего уравнения, в котором р заменено неизвестным (см. $ 141). 


Применевие формул ($ 133) к объему этого эллипсоида приводит к следующему 
соотношению: 
Г) [4 


о [@=2 ИВЕРНЕЯ 
1) Уве -в 


1 
Фе? (2 — в). 
5 =? ) 


Применение формулы (<) (упражнение 9) дает также: 


[а 


. ие _ 92) (с — 6?) м (е2—» 
° у (Ламэ.] 


ДОПОЛНЕНИЕ. 
О ФОРМУЛАХ ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ. 


Классическая формула диференпирования под знаком \ ($ 94) непо- 


средственно распространяется на криволинейные, а также и на крат- 
ные интегралы, при условии неизменности пути или области интегриро- 
вания, если только подинтегральная функция непрерывна и имеет не- 
прерывную производную по переменному параметру. Это обобщение 
представляет большие трудности, если путь или область интегрирования 
сами являются переменными. Мы будем предполагать, что подинтеграль- 
ные функции непрерывны в пределах интеграции, так же как и все их 
производные, входящие в вычисления. 

1. Криволинейные интегралы. Дуга кривой Г, представляемая урав- 
нениями 

ХИ, у=9(), ==, 


где # изменяется от & до & >, называется правильно”, если функ- 
ции Г, ©, Ф, непрерывные в интервале (Ё, Ё), имеют производные Л (4), 
ф' (1), Ф (0), непрерывные в том же интервале. Обыкновенная кривая 
образована из конечного числа правильных дуг, соединенных своими 
концами; такая кривая может иметь конечное число угловых точек, 
другими словами, для обыкновенной кривой прэизводные 1 (1), ф' (6), Ф'(#} 
могут иметь конечное число точек разрыва первого рода между Жиф. 
Мы будем рассматривать лишь криволинейные интегралы, взятые вдоль. 
обыкновенных кривых. 
Пусть будут 


х = (Е, а), у=у( а), == (а) 


уравнения семейства кривых Г, зависящих от переменного параметра а; 
функции /, $, 1, как и все их производные, которые будут входить 
в вычисления, предполагаются непрерывными в области изменения д и Ё. 
С другой стороны, пусть будут 4 (а) и & (а) две непрерывные функции 
параметра а, также имеющие непрерызные производные; дуга АВ кри- 
вой Г, получаемая при изменении Гот &, до В, перемещается, дефор- 
мируясь непрерывным образом при изменении параметра &. Концы Аи В 
этой дуги, вообще, также перемещаются и описывают, соответственно, 
кривые 1у, 7.. Координаты этих двух точек (х`, Уз, 20), (Хх, У, 2) суть 
функции параметра а, имеющие выражения: 


Хо =Л (К, а), У=ф(, а), 2. =Ф(Е, а), 
м —=Л(Н, а), у ==Ф (Е, а), 2 =, а). 


= 
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Пусть нам даны три непрерывные функции Р(х, у, 2, а), О (ху, 2, а), 
Ю (х, у, 2, а), имеющие непрерывные частные производные первого по- 
рядка; определенный интеграл 


(ад ==\ Р(х, у, 2, а) ах-|- © (х, у, 2, а) ау-- Ю(х, у, 2, а)42 (1) 
АВ 
есть функция параметра &@; наша задача заключается в том, чтобы вы- 
числить производную этой функции. Достаточно, очевидно, произвести 
вычисления для интеграла 
1, (а) =\ В (х, у, 2, а) ах, 

Ав 
который мы можем заменить обыкновенным определенным интегралом 

И 


ы—|рРи фа 
йе 
К этому интегралу мы можем применить классическую формулу ди- 
ференцнрования ($5 94), что дает: 


п 


‚ (/зР эру эр м у 
= (— а 
= (8) \ (а 1 эха ду да Г 92а Е 
1 
Н 
2 (/) ры у 
ар (х1, Ул, 21, @) р ‚ла — Р(%ь Уъ 2%, “(в 2а, 


интегрируя по частям второй интеграл, получаем: 
Ь и 


\ и = (РУ | + +) 


92 4х 9 ду 3 ‘92 4 


о ь 


и мы имеем, возвращаясь к первоначальному обозначению: 


р эР Рю 3Р9 ЭРУ 8Рз/ 
пре ы@ + (5% 32 34 зуда У у + 
5 э/ \“ 
Р- — —_ 
+ 9: аа Ра ) 


Смысл обинтегрированного члена ясен; в самом деле, производная 


ах 
а“ сложной функции х, = /(&, а) от параметра & равна: 


97 9, ЗУ (Ё, а, &) 
3 За 92 


Обинтегрированный член равен, следовательно, разности: 


ах ах ах 
Р(х, У, 21, 9 —Р(хь У, 2 а) = [2% у, 2, а | . 
Ш 
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Выражения производных от интегралов 
1, (а) = \ О4у и 1, =\Ю 42 
АВ АВ 
находятся таким же образом; можно, вирочем, получить их из Г. (а) 


круговой перестановкой букв х, у, 2; складывая эти три производные, 
мы получаем, наконец, ‘для /'(а) следующее выражение: 


р 0 3 [РЭ Од 
ау | аку а = аки] + 
Ув АВ 


ду 9х 
29 __ ЗК) [№ 3$ [38 52) (У 2 ) 
+ | (°— (= 1 — а “г) + („— а? за] 
АВ АВ 
а а 
[ео и |. @ 


Для того чтобы перейти к случаю плоской кривой, достаточно -по- 
ложить 2=Ф==0, и формула принимает вид: 


потер ее 


у 9х 


+ [Ре и 0..9 | (3) 


0) а ь 
Мы напишем эти формулы в несколько ином виде, вводя обозначение, 
заимствованное из вариационного исчисления. Если О есть функция пара- 
метра а, которая может зависеть и от других переменных, то мы на- 


. . 947. 
зываем вариацией Ц и обозначаем через 0 произведение за 84, Т.е. 


главную часть приращения, которое получает (/, когда мы даем @ при- 
ращение фа, причем предполагается, что остальные переменные, от ко- 
торых, может зависеть {/, сохраняют свои значения. Так, мы имеем: 


= 8 


В отношении координат концевых точек 4 и В необходимо ввести 
еще некоторое различие: например, х, —=(к, а) можно рассматривать 
как функцию двух независимых переменных & и а, и мы имеем: 

5х Ио 9 а) да 
да 

Но так как К есть функция @, то ху в действительности есть слож- 
ная функция а, и мы положим: 


аа [А 4 9 И и да; 


аа 3 


зналогичио определяются Ау, Аг, Ах,, Ау, № 
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Умножая обе части формулы (2) на да, мы получаем выражение 
вариации $/==Л (а) да: 


в | эра заме | (5—9) був 2+ 
АВ АВ у 

| ; эр). | 
++ [22 —®) вед | (9) ка: — вах) 


ду 9х 92 
АВ АВ 


+ [РАх-{ ОЗУ КА], (4) 
где положено, например, 
[РАх8 —=Р (ху, У, 21, 9) Ах, —Р(хо, Ув» 2, 4) Ахо- 
Правая часть формулы (4) содержит три члена: первый интеграл обязан 
своим происхождением вариации функций Р, О, Ю при изменении а на 


бесконечно малую величину ба, и мы могли бы получить его непо- 
средственно, не обращая внимания на деформацию пути интегрирования. 


Члеи, стоящий вне знака \ ‚ зависит лишь от бесконечно малых пере- 


мещений концов А и В пути интегрирования; мы получили бы этот 
член, прибавляя к интегралу, взятому вдоль АВ, два элемента интеграла, 
взятые вдоль А'А и В!'В, где А'и В! суть концы нового пути интегри- 
рования А'В', соответствующего значению а--6@ параметра. Второй 
интеграл, к которому мы еще вернемся, происходит от деформации са- 
мого пути интегрирования. 

Формулы (2) и (4), которые были выведены нами лишь для правиль- 
ной дуги, легко распространяются на случай, когда путь интегрирования’ 
имеет конечное число угловых точек. Если, например, дуга АВ состоит 
из двух правильных дуг АС, СВ, соединенных в точке С с координа- 
тами х., У, 25, то мы можем применить формулу (4) к каждой из дуг 
АС, СВ; при сложении обеих формул член Р(х, у, 2,, а) Ах. +... 
исчезает, и формула (4) применима, таким образом, ко всей дуге АВ. 
В частности, если интеграл взят вдоль замкнутого контура, то член, 


стоящий вне знака (, исчезает, каково бы ни было число правильных 


дуг, из которых состоит этот контур. Отсюда легко можно было бы 
вывести условия; необходимые и достаточные для того, чтобы криволи- 
нейный интеграл 


\Р(х, у, дах-- 9 (у, Эа Вх, у, 2) 4%, 


взятый втоль какой-нибудь кривой Г, соединяющей две точки А и В, 
не изменялся, когда мы деформируем эту кривую непрерывным «обра- 
зом, оставляя неизменными ее концы ($ 147). 

Возвратимся к интегралу, стояшему во второй строке формулы (4) 
и происходящему от деформации контура. Положим 


и обозначим через а’, В, |’ углы, составляемые положительным напра- 


влением касательной .К Г с положительными направлениями осей; 
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исследуемый интеграл есть не ито иное, как \ 4, гле Н равно опре: 
делителю АВ 


` 


8х ду 82 
Н=| Е М №\. 
с0$ а" с0$ В' с031' 


Этот определитель Н по абсолютной величине равен объему паралле- 
лепипеда, построенного на следующих трех векторах: 1) вектор ти", 
началом которого служит точка т(х, у, 2) кривой Т, а концом — 
точка т’ (хх, у+ду, 2-62) варьированной бесконечно близкой 
кривой Г; 2) вектор т $, имеющий началом точку т, и компонентами 
Г, М, М (вихревой вектор); 3) вектор тЬ который мы получаем, от- 
кладывая длину, равную единице, на положительном направлении каса- 
тельной. Пусть будут И = И 12 - М? -- № длина вихревого вектора, 
дп — расстояние точки т’ от касательной ий @—-угол (от 0 до п) 
вихревого` вектора с элементом плоскости, проходящей через и и тии. 
Мы имеем, с точностью до знака: 
Н == Уёя $16, 

и эта формула будет обладать общностью, если мы условимся приписывать 
_8и определенный знак, а именно знак --, если триэдр ици/З. имеет то же 
расположение осей, что и триэдр Оху2, и знак —в противном случае, 

Следовательно, общая формула (4) может быть написана в сокра- 
щменной форме: 


#1 == (8Рах-- 80 4у + Юа2-Ё Иди таз 1 [РАх-- Оу ЮАеА .(5) 


Ав 
В случае плоской кривой второй интеграл можно написать так: 
Р 
\ (и) (буах — вк) (№) (соза' бу — соз 8! 6х) 45, 
АВ . АВ 


где а'и В' суть углы положительного направления касательной с осями; 
вп = с0з а'ду — соз 6х представляет проекцию вектора тм на напра- 


п 
вление нормали в м к Г, которое составляет угол +5 с положитель- 


ным направлением касательной (отсчитываемый от Ох к Оу); тогда об- 
щая формула для 6/ принимает вид: 


81= раку | (Ра Нрах+- 04 (6) 
АВ АВ 7 

В этих последних формулах часть 8/, происходящая от деформации 
пути интегрирования, зависит лишь от бесконечно малого перемещения 
‚ каждой точки т кривой Г в направлении, перпендикулярном к касатель- 
ной в 21. Этот результат понятен а рЦой, так как всякое бесконечно 
малое перемещение 227 всегда может быть разложено на касательное 
и нормальное перемещения. Часть 6/, происходящая от касательнога 
перемещения, равна нулю, так как при этой деформации кривня Г през 
образуется сама в себя, и каждый элемент интеграла заменяется беская 
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нечно близким элементом. Ясно, впрочем, что в уравнения, определя- 
ющие путь интегрирования, входит некоторый элемент произвола: это 
именно — выбор вспомогательного переменного #. Мы можем заменить 2 
другим переменным т, связанным с Г соотношением #.-п(т, а), так 
что # возрастает от & до &, когда т возрастает от т, ло т,. При этой 
замене выражения 6х, бу, 62 изменяются, между тем как /(2), а следо- 
вательно, и 6/, не зависят от выбора переменного #. С другой стороны, 
первый и третий члены 8/ сами не зависят от этого выбора, следова- 
тельно, то же самое будет иметь место и в отношении того члена 8/, 
который один только содержит дх, ду, 62. Это замечание позволяет вы- 
брать произвольно форму соответствия между точкой т (х, у, 2) пути АВ 
и бесконечно близкою точкой ий (х--8х, у--бу, 2-82) соселней кривой [", 
причем, однако, следует обращать внимание на условия непрерывности. 
В частности, можно поставить в соответствие точке 2 кривой Г точку 27’, 
лежащую в плоскости, нормальной к Г в точке м1, или выбрать #Ё так, 
чтобы предельные значения 5 и Ё не зависели ‘от а; в этом случае 
точки обеих дуг АВ и А'В’ находятся во взаимно однозначном соот- 
ветствии. Практически нам нет надобности иметь явные выражения функций 
х=7(Ё, а), у=о(ра) 2=Ф(Ь а), 

которые мы предполагали известными в наших рассуждениях. Если мы 
знаем обе бесконечно близкие кривые Г, [', соответствующие значениям 
ий иа-|- да параметра, то нам достаточно будет взять за дх, ду, 62 та- 
кие бесконечно-малые первого порядка по отношению к ба, чтобы 
точке (х, у, 2) дуги АВ соответствовала точка (х-- 8х, уу, 2-82), 
расположенная на Г". . 

ПРИМЕРЫ. 1. Предположим, что кривая Г представляет собою отрезок 
прямой АВ, соединяющий точку А (0, а) с точкою В (а, 0). Мы можем положить 
хХ=Ь у=а—фЬ &=0, Ц-=а, 


что дает: . 
х=0, д=а х=9а, у,-0, 8х =0,ду =, 


Ах = Ау; =0, Ау = 09, Ал, = да, 
Если мы имеем: 


1=( В ({х, у, а) ах О (%, у, з) ау, 


то, следовательно, АВ 
У [22 ах + Оу | (= — 0) 81 ах + [Р(а, 0, «)—0\0, а,а)| ва, 
. ) ‘ду 9х 
. АВ АВ 


или, замечая, что вдоль АВ мы имеем 4у - 4х = 0: 
и = [ФР — зо) 4х-- е-)нчичареы 0, 4) — 00, в 3]. 
)) \‘Зу 9х 
6 6 


Мы могли бы положить также 
х=0 у—а (1—1, В==0, &=1 
и получить тот же результат. 

2. Если часть пути интегрирования неизменна, то второй интеграл, происхо- 
дящий от этой части, равен нулю, так как соответствующее нормальное переме- 
щение ди равно нулю. Рассмотрим, например, замкнутый контур АВМА, состав- 
ленный из отрезка АВ оси Ох, идущего от точки А (— ^, 0) к точке В(", 0} и 
полуокружности, описанной на АВ как на диаметре над осью, причем этот кон- 
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тур обходится в положительном направлении. Пусть будет /(г) интеграл 
р, у 4х +0 (% 9) 45, 


взятый вдоль этого коитура. Мы имеем 5и —=0 вдоль АВ, и вл = — $" вдоль ВМА; 
следовательно: 


‚ . ЭР 90 */9Р 90 

1=— < | @&=—8 —— . 

6 8" | (5 эх ) 5 "| (>, )х ) газ 
ВМА 0 


_2. Двойные интегралы. Пусть будет 


(а) = \\ Е(х, у, а ахау 
р 
двойной интеграл, распространенный на область О, ограниченную зам- 
кнутою кривою Г, изменяющейся вместе с @ и состоящей из конечного 
числа правильных дуг. Обозначим через (И(х, у, а) функцию, производ- 
ная которой по переменному х, равна Р. Если область ДР ограничена 
одною замкнутою кривою Г, которую каждая параллель к Ох может 
встретить не более как в двух точках, — предположение, которое мы 
прежде всего сделаем, — то мы можем взять за И (х, у, а) функцию, 
однозначную и непрерывную в О. Достаточно будет взять тот интеграл 


9 . 
уравнения ух = К который обращается в нуль во всех точках некото- 
- х 


рой вспомогательной кривой в области О, пересекающей параллели у=С 
лишь в одной точке. Мы имеем, на основании формулы Грина: 


[(2) = \ Ч(х, у, а) ау, 
г 
причем интеграл берется в положительном направлении. Вариация 5/ 
имеет выражение, согласно общей формуле (6): 
— вич — | бат — 4, 
ех 
т г 
так как кривая замкнута; 8х и бу обозначают вариации х и у при пере- 
ходе от точки (х, у) кривой Г к бесконечно близкой точке (х- 6х, 
у- 85) нового контура. Применяя опять формулу Грина, мы можем 
написать первый интеграл так: 


гм аа у Чу=да \\ ХО ох цу-=8а |] 
.) .. .. 


. 9а3х а 
т 

и’мы имеем окончательно: 
81=(\ ЗЕахау-+ \ Е(8хау— вуах). (7) 

Б г 

Применяя рассуждение, которым мы часто пользовались, мы можем 
распространить эту формулу на случай, когда контур Г может встре- 
чаться с параллелью к Ох более чем в двух точках, а также на слу- 
чай, когда область О ограничена несколькими замкнутыми кривымн; 
при этом мы должны предположить, что в последнем интеграле несь 
контур Г пробегается в положительном направлении. Мы видим, что 8 
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составляется из двух членов: двойного интеграла, происходящего от ва- 
риации Р, и простого интеграла, происхолящего от вариации контура. 
Пусть будут а”, В” углы, составляемые с осями направлением внешней 
нормали; если мы считаем нормальную вариацию дп положительной 
в этом именно направлении, то мы имеем: 


Вх ==8исоза’, бу=ёнсо$ 8", 
и с другой стороны ($ 92): 
4х = — 4550$ 8", Чу= 450$ а". 
Мы имеем, следовательно: 


8х 4у— вуах = 450, 


и криволинейный интеграл, представляющий вариацию Г, ироисходящую 
от вариации контура, равен 


Рё 45. 
т 

Этот результат нетрудно истолковать. Предяоложим, например, би > 0; 
приращение, получаемое / при переходе от области, ограниченной 
контуром Г, к области, ограниченной Г”, равно двойному интегралу, рас- 
пространенному на область, заключенную между Ги Г'. Но так как 
измерение бл этой области бесконечно мало, то двойной интеграл при- 
водится к криволинейному интегралу вдоль Г; элемент этого криволи- 
нейного интеграла в точности равен А 81245, так как 8 45 представляет 
площадь бесконечно малой области, ограниченной дугою 45 контура Г, нор- 
малями в обоих концах этой дуги и соответствующею дугою контура Г. 

3. Интегралы по поверхности. Пусть будет 
1 @= (бах у, 2, а) 4уа2 + В(х, у, г, а) 4гах - С(х, у, г, а) ахау 
поверхностный интеграл, распространенный на правильную часть поверх- 
ности `5, которая при изменении параметра а деформируется непрерыв- 
ным образом, так же как и контур Г, ограничивающий эту поверх- 
ность. Функции А, В, С предполагаются непрерывными, как и все их 
частные производные, входящие в вычисления. За положительную сто- 
рону $ мы примем ту, по которой берется интеграл; этой стороне со- 
ответствует направление обхода контура.Г ($ 132), которое мы назовем 


положительным направлением. Предположим, что поверхность 5 опре- 
деляется уравнениями: 


х—= (и, 9, а), у-=о(и, 9, а), г==Фф(и, ч, а), 


которые устанавливают соответствие точек поверхности $ с точкам и 
области А плоскости (и, 9), ограниченной замкнутым контуром Г, ко- 
‘торый также непрерывным образом деформируется при измененри пара- 
метра а. Кроме того, мы предположим, что оси Ош, Од имеют такое 
расположение, при котором положительному направлению на контуре Г 
соответствует положительное направление на Г. (5 132). Мы всегда мо- 
жем сделать это предположение, так как вспомогательные переменные и, 
х в окончательный результат не входят. 
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Поверхностный интеграл /(а) равен двойному интегралу, распростра- 
ненному на область А плоскости (и, 9) ($ 131: 


паре +8 +49 р Л 


Б (и, <) Б(и, 3) 


«7. 


(9, а р | Чиа. 


Для того чтобы найти Г’ (а), достаточно применить к этому инте- 
гралу формулу (7), заменяя в ней х и у через и и о соответственно; 
при этом следует разделить сначала все члены 8/((а) на да. Эта производ- 
ная составляется из двух частей: двойного интеграла, распространенного 
на А, и криволинейного интеграла, взятого вдоль Г. Мы займемся сна- 
чала двойным интегралом; один из членов этого интеграла, — тот, ко- 
торый зависит от С, равен: 


"([[2Са/ | Се, < А 9) Эрл У 
бы | дуда 22 и) р ба 5] чи 
Ю 


остальные два члена получаются из него круговой перестановкой (А, В, С) 


и (Х ф, $). Собирая члены с >, >, х, мы получаем на первом 


месте двойной интеграл: 


К и] ди 4 


да О(и, э) 'за)(ич) а) (и, ч) 
|: 
который равен поверхностному ыы 
А 
\\> Чу 42 ар ак Саха. (1) 
5, 


Двойной интеграл 
3 [2% т 
\ С я [50% (м, 5) Чи 49 
|: 


можно преобразовать следующим образом. Простые вычисления пока- 
зывают, что 


з [29] _ 3 [249 а [2.9]. 
92а [5 ыы |5 (а, ы 39 [5 й 
формула Грина дает нам, далее ($ 116): 


3 [ОА Ф) —_ О (х, $) СО (р, 9) ; 
\ и [5% ый ша | бра” И ди Б(а, 9) Чи о, 
Ю Е В 


|249 — В(» 3) бо ®%®, 
\ бу Е | Чи @о = | Ра, и) \\> р (а, и) Чи 4%. 
Г : Г 
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После этого преобразования в двойном интеграле остаются слелую- 
щие члены, содержащие С: 


о: 4369 ую 95 '2) + 
дх 3а Ноу 94 29а] \ 3100 ди "** 
причем те два члена, которые не написаны, получаются из первого кру- 


.. С 90 
говой нерестановкой букв и, ч, а. Коэфициенты при ей уу равны нулю, 
х 


9С 
а коэфициент при Е равен 
р 


3/2 (9, в) 02 рр $) 
За В(и чз) ‘а Риз Гари у’ 
А 9В 
Из симметричности формул слелует, что коэфициенты при 5х и зу 
. 9А 3А 
под знаком булут те же самые, а Коэфициенты при —, —, 
ду 92 


в эВ ! 
5’ равны нулю. Следовательно, мы получаем в составе /(&) но-- 
вый двойной интеграл 


[9А ‚ 9В  3С\[5уО. ($/) , №509), %65(4 5) 
№ \ 5х | зу | = [ Б(и, о) За Б(и, ар, я аи а, 
7 


который равен поверхности интегралу 


= р Ч 
Оо а). 
5 


Кроме того, мы имеем простой интеграл, полученный в результате произ- 
веденной нами интеграции по частям, в котором член, содержащий С, есть 


[Бе (у, Е -- 209) $) 4и | 
О (а, э) В\(а, и) 
1 

Наконец, мы имеем простой интеграл, происходящий от вариации 

контуров Г и [; пусть будут 
Ир=т (6, 2), 3 ==у(Ь а) 

координаты точки контура Г, выраженные в функции параметра 4 
и вспомогательного переменного [, определяющего положение точки 
на контуре. В составе Л (а) простой интеграл, происходящий от вариа- 
ции контура, есть, как мы только что видели [формула (7)], 


р. ($, $) 0($, | 5% $) 9и 95 . 
А я ПАБ о) ПСБ я 8 (ем аи 


т 
кладывая эти два простых интеграла, мы видим, что коэфициент при С 
Е 
под знаком \ равен 


549) ($) РУ [№ 
О (а, ч) “Тре, и) РБ. 9) (5 Чо за 4}, 
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где вместо и и ® следует поставить и) и 9. Пусть будут (Хх Уз» 29) 
координаты точки контура Г, соответствующей точке (и,, 9%} контура Ё; 
‘Хоз Уд» 20 являются сложными функциями от @: 


Хо = (и, 9, @), Уо — Ф (из› 9, а), 20 =— ф (Чо, 9, а), 
мы имеем, следовательно: 


ах, __ У 4 | Узы, 9/ Чу _ $ м. 
аа зщ да Га ‘да’ аа ща 


и коэфициент при С можно написать так: 


4 а 
О ду — г 4х. 


В силу симметрии мы, в конце коннов, видим, что криволинейный 
интеграл по Г, входящий в выражение /' (&), может быть заменен крив)- 
линейным интегралом, взятым вдоль Г: 


(а га о-в (пах ва: | (те тах). (Ш 


42 аа ах аа 


г 


Складывая все три интеграла (1), (П), (Ш), мы имеем, наконец: 


й 
И (а) = | чме | Рагах-+ "Саха 
и 


ВА ВЭС) [/ 2 5 
| дуг агах-- Ра 
| \\ | о» } (а Ра а х4) + 


5 

Чу 425 42 ах 

—9 й | 0 о | 
+ 4 (92 Ча. у) в (а №4) | 


г 


с (та — 9% 4х) (8) 


Умножая обе части на да, мы получаем выражение 6/: 


ви (| бл 4у42 +583 42ах | 3Сахау -- 
и 


| \Иы ть + +5) (3х Чу 42 | 8у4гах 82аха4у) 


+4 (Ау, 42 — Аг, @у) Вага — Ака) -- С(Ах 4у— Ау, 4х), (9% 
г 
где 


94 у. ам ЗА, 3 
ва. вх“ — 1 1 . 
у и т Ахо ( а зо за ' уу 24 у 
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Мы видим, что 6/ составляется из трех членов, из коих первый про- 
исходит от вариации функций А, В, С в зависимости от а, второй — 
от деформации поверхности 5 и последний — от деформации контура Г. 
Пусть будут \, и, у углы, составляемые положительным направлением 
нормали к $ с осями, 45 — элемент площади; мы можем написать вто- 
рой интеграл так: 


| (> 38 +) (0$ 6х -|- с0$ ибу-- с0$у62) 46 = 
5 


А 9В 9С\, 
-| (. У) №45 (10) 
5 


тде 8и есть проекция на положительное направление нормали вектора, 
соединяющего точку (х, у, 2) поверхности $ с точкой (х-- 8х, у-Е ду, 
2-82) бесконечно близкой поверхности 5’, т, е. нормальное беско- 
нечно малое перемещение точки поверхности $ при деформации. 
-Мы видим, как и выше, что второй интеграл зависит лишь от этого 
нормального перемещения; мы можем взять ‘за би бесконечно малую 
длину отрезка нормали, заключенного между 5 и 5', что эквивалентно 
установлению определенной формы соответствия между $ и 5'. 

Что касается простого интеграла, то мы можем интерпретировать 
его подобно аналогичному интегралу формулы (4). Пусть будут: 
У — длина вектора, имеющего началом точку (ху, Уз, 2), а компонен- 
тами А, В, С; @— угол этого вектора с плоским элементом, определяе- ` 
мым касательною к Ги бесконечно малым перемещением Ах, Ау, А2 
точки (ху, Уз, 20) контура Г; $’, — расстояние точки (х%-|-Ахо, У АУ, 
2, + Аж), от касательной кГ в точке (ху, Уз» 20), взятое с соответству- 
ющим знаком. Этот простой интеграл можно написать еще так: 


\ Ут 0 8' 45. (11) 
ры 


Как и в случае криволинейного интеграла, мы можем установить 
‘между точкой контура Г и бесконечно близкой точкой деформирован- 
ного контура [" соответствие по какому ‘угодно закону. 

Предположим, в частности, что точке т (хо, У 20) контура Г мы 
ставим в соответствие точку ий (х,-- Ах, Уу-Н Ау 2. -- А2,}, располо- 
женную в плоскости, нормальной к Г в точке т; тогда мы имеем: 


`г ” т и г га 
Ах — 8, с0$\”, Ад, со$ р, Ало=8,с0$ у", 
где 6, есть расстояние тт’, а \, м’, у’— углы направления тии 


с осями. Пусть будут, далее, \, в', у’ углы положительного направления 
‘касательной к Г с осями; интеграл (11) равен также 


\ [А (с0$ м" со$ У — с0$у"с0$ ш!) -- В(созу” с0$ " — с0$ \" созУ)-НС...] 8, 45, 
что можно написать еще так: 
( (А с0$). + 8 со$ д. + Ссозу,) 8" 45, 


г 
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хде \, 1,» суть углы, образуемые с осями нормалью к полосе 5”, 
описываемой контуром Г, когда параметр @ получает приращение д9. 
Но 8,45 представляет бесконечно малый элемент площади, описанной 
дугой 45 контура Г при изменении @ на ва, — элемент, который мы мо- 
жем принять за прямоугольник. Предшествующий простой интеграл ра- 
вен, следовательно, двойному интегралу 


\\ дауа2 -|- В4гах 4+ Сахау, 

‘би. 
распространенному на поверхность бесконечно узкой полосы 5”, при- 
чем сторона поверхности, на которую распространяется интегрирова- 
ние, определяется соображениями, приведенными выше. 

Полученный результат нетрудно истолковать при помощи формулы 
Грина. Предположим, что мы переходим от $5 к &', сообщая каждой 
точке поверхности 5 бесконечно малое перемещение би в положитель- 
ном направлении нормали. Тогда обе поверхности $ и 5' и бесконечно 
‘узкая полоса 5” ограничивают некоторую область 2. Приращение /, 
происходящее от деформации $ и Г, равно сумме поверхностных инте- 
гралов, распространенных на внешнюю сторону‘ поверхностей би 5". 
На основании формулы Грина эта сумма равна тройному интегралу 


А ЗВ 9С 

ха 
\ (> ду =) Хау 4, 
о 


распространенному на область 0), сложенному с поверхностным инте- 
гралом 
(\ лау4г + Вагах + Сахау, 
ы ка 

взятым по внутренней стороне полосы 5". 

Так как измерение би области Д бесконечно мало, то тройной инте- 
грал по этой области приводится к двойному интегралу, распространен- 
ному на область 5, элемент которого равен 


9А, 38, 9С 

Р-Н) 4%, 

9х ду ‘92 
потому что бл 40 есть элемент объема бесконечно малого прямого ци- 
линдра, заключенного между 5 и 5', основанием которого являстся 
элемент поверхности 5, имеющий площадь 45. Точно так же, так как 
одно из измерений поверхности 5” бесконечно мало, то двойной инте- 


грал, распространенный на эту поверхность, обращается в криволи- 
нейный интеграл по Г, элемент которого есть 


(Асоз*, -- В соз м, -- Ссозъ,) 8", 45, 


так как д, 45 есть площадь элемента поверхности, заключенного между 
двумя бесконечно близкими нормалями в концах дуги 4$ контура Г 
и контурами Г, Г. 

Формула (9), как и в $1, распространяется на любую поверхность, 
<оставленную из конечного числа кусков правильных поверхностей; если 
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поверхность замкнутая, то криволинейный интеграл исчезает. Результат, 
полученный для вариации криволинейного интеграла, можно было бы 
точно так же сопоставить с формулой Стокса. 

4. Тройные интегралы. Рассмотрим, наконец, тройной интеграл 


(а) =\\\ Р(х, у, 2, а) ахауаг, (12) 

в 
распространенный на область 0, ограниченную замкнутою поверх- 
ностью 95, изменяющеюся вместе с параметром а. Мы предположим сна- 
чала, что параллель к одной из осей, например к 02, встречает эту 
поверхность не более как в двух точках. Тогда существует функ- 
ция О(х, у, 2, а}, непрерывная в Р и удовлетворяющая соотношению. 


(см. $2): 


и мы имеем также: 
(2) == \\ Ох, у, 2, з)ахау, (13) 


причем интеграл распространяется на внешнюю сторону поверхности $. 
Так как 8 $ — замкнутая, то, применяя к этому интегралу 
общую формулу (8), мы находим: 


3 эф э 
(1) — ‘т аха 
Г (21) = |} ах ау (А (и 42 -— За агах Ро ах ау], 


5 
или, умножая на да и принимая во внимание соотношение между Ги 2: 


21=\\( 8Рахауаг + \\ Ро, у, 2, а) (8х дуаг -- вуагах  8гах 1), (14) 
“р” < 

гле дх, бу, 62 обозначают вариации координат точки (х, у, 2} граничной 

поверхности 5, и поверхностный интеграл берется по внешней стороне. 

Формула, как и выше ($ 2), распространяется на поверхность произволь- 

ной формы. Можно также написать двойной интеграл, входящий в вы- 


ражение 61, следующим образом: 


| Е(х, у, 2, а) 6п 46, 
5 
где 49 ебть элемент площади поверхности $5, а ви — нормальное беско- 
нечно малое перемещение в направлении внешней нормали. 
Но 8и 40 есть, с точностью до знака, объем бесконечно малого пря- 
мого цилиндра, имеющего основание 43 и высоту 61, так что рассма- 
триваемый двойной интеграл представляет значение тройного интеграла 


\\\ ах ау а, 
ев 
распространенного на область, заключенную между двумя бесконечно. 


близкими поверхностями $ и 5', причем каждый элемент этого инте- 
грала взят с подходящим знаком. 


УКАЗАТЕЛЬ 


(Цифры обозначают страницы вастоящего полутома) 


Абелев интеграл 227 
Абель (АБе]) 163, 227 
Абданк-Абаканович 
№12) 258 
Адамар (НаЯашага) 116. 150 
Алгебраически-логарифмический 
рал 230 
Альфан (На1рВеп) 76, 147 
Ампер (Атрёге) 131, 141 
Амплитуда промежутка 2] 
Амслер (Атзег) 258 
Апсидальная поверхпость 147 
Архимед 151 


(АБЧалК-АЪаКапо- 


интег- 


Бесконечно-малое 13 

Бесконечные значения подиитегральных 
функций 194; — пределов  интегра- 
лов 189; — функций 26 

Бельтрами (Вега!) 148 

Бертраи (Вейгапа) 126, 142, 257 

Бер (Ваше) 171 

Билинейный коварнант 148 

Бинарная кубическая форма 122 

Больцапо (Воаро) принцип 17 

Бонне (Воппеё -) 163 

Борель (Воге!) 70 


Вариация 353 

Вейерштрасс (\Маегзгазз), 29, 39 

Верхняя граница множества 16, 
функции 21 

Вивиани (Ума!) 305 

Виртингер (\УЛгпеег) 116 

Внешняя область 34 

Внутренняя область 34 

Высшие диференциалы 56 

Высшие производные 39, 86 


Гаусс (Саизз) 214, 256 

Гессе (Неззе) 121 

Гильберт (НИБег 186 

Гипербола, ее площадь 225 

Гиперболический синус, косинус 225 

Главные центры кривизны  поверхно- 
сти 112 . 

Гольдич (Но4Иесв) 259 

Гомографическое преобразование 132 


Граница верхняя, нижияя множества 15; 
— функции 21 

Гревс (Огауез) 180 

Грин (Стеел) 287. 

Гурса (Е. Сонтза®) 21, 80, 131, 149 
Дарбу (РагЬоих) 39, 155, 156 
Двойная линия 102: 

— точка 98 

Двойной интеграл 274, 276 306, 357 
Дедекинд (Оечекша) 12 

Дирихле (ЭикНей 66, 336 
Диференциал 52; 

— первого, второго порядков 52; 
— полный 54; 

— полный сложной функции 56, 

— произведения 58 
Диференциальные биномы 231 


Диференциальные — параметры — Бель- 
трами 148 

— параметры Ламе 143 р 

Диференциальный инвариант Альфа- 
на 147 

Диференцирование под знаком интег- 
рала 203 


Диференцирование определенпых интег- 
ралов 359 

Длина дуги кривой 175 

Дюамель (Вибаше!) 152 

Жорлан (УогЧап) 28, 34 

Задача Вивиани 305 

Замена переменных 123, 288; 

— в двойных интегралах 290; 

— в криволинейных интегралах 200, 

— в простых интегралах 180; 

— в тройных интегралах 330. 

Замкнутая кривая 34; 

— область 32 

Замкнутый промежуток 21 


Изменение отрезка прямой 179 
Изолированная точка 98 

Инверсия 129, 130 

Интеграл неопределенный 166, 215; 
— определенный 151, 351; 

— Эйлеров В(р,4) 309; 

— Эйлеров Г(а) 197 


= Полный указатель ко всему курсу анализа Э. Гусева будет лан в копце 


1-го тома. 
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Интегралы 
1 
5х Яу— уах 202 


(® (Иде Е Са. 22 
(е (п х, соз х) @х 243 

\ сов (ах - 6) соз (а'х -- 5')...@х 248 
\к (х)еохах 250 


Интегралы Абелевы 227; 

— двойные 274, 276, 306, 357; 

— Дирихле 336; 

— кратные 321, 337; 

— криволинейные 189, 198, 343, 351: 

— от диференциальных биномов 231; 

— по поверхности 313, 358; 

`— псевдо-эллиптические 241; 

— расширение понятия 189; 

— тройные 321, 364; 

— эллиптические 238; 

Интегральный логарифм 251 

Интегрирование под знаком интеграла 
205, 280 

Интегрирование по частям 183; 

— рациональных функций 215; 

— рядов 260 

— трансцендентных функций 143 

Интегрируемые функции 157 

Интерполирование 254 

— (метод Гаусса) 256 

Иррациональное число 11, 12 


Кардиоида 178 

Касательная плоскость 49. 138 

Касательная прямая 37, 95 

Каталан (Са]ап) 287, 319 

Квадратура 151 и др.; 

— гиперболы 225; 

— параболы 151; 

— эллипса 201 

Кельвин (Кемп) 146 

Ковариант билинейный 148 

Колебание в промежутке 21 

Конечная функция 33 

Коническая точка 100 

Конус касательных 100 

Кординаты криволинейпые ортогональ- 
ные 142; 

— полярные 292; 

— эллиптические в пространстве 335; 

— эллиптические на плоскости 292 

Корни уравнения 39 

Косинусы направляющие 300 

Котс (Со$) 256 

Коши (СаисВу) о, 21, 39, 44, 60 

Кратные интегралы 321, 337 

Кривые двойной кривизны 37, 95; 

— Жордана 34; 


УКАЗАТЕЛЬ 


Кривые замкнутые 34; 

— непрерывные 34; 

— Пеано 35; 

— плоские 37, бЕ и др.; 

— подэрные 132; 

— простые 34; 

— спрямляемые 175; 

— Уникурсальные 257 
Криволинейные интегралы 198, 343, 351 
Кэли (Сау!еу) 308 

Лагранж (Габгапое) 37, 60, 146 

Ламе (Гашё) 142, 351 

Лаплас (Тар!асе) 146 

Лебег (Герезоце) 260 

Лежандровы интегралы 263 

Лежанлр (1езепаге) 76, 131, 139, 187, 257 
Лежен-Дирихле (-е]енпе-Рисе{) 284 
Лемниската 229, 241 

Лейбниц (еп) 21, 39, 60 

Ли Софус (ЗорБи$ е) 131 

Линейное множество 17 

Линейчатая поверхность 299 

Линия двойная поверхности 102; 

— уровня 286; 

— цепная 227 

Липшиц ([1р$сЬИ2) 42 

Логарифм 120; 

— интегральный 251 

Лопиталь (Нора!) 42 


Максимум функции 97, 102, 112; 
— — абсолютный 113 

Мансион (Мапзюп) 214 
Минимум функции 97, 102, 112; 
— — абсолютный 113 
Многочлены Лежан'ра 76, 187, 257 
Множество 15; 

— линейное 17; 

— ограниченное 15; 

— ограниченнае сверху 15; 

— ограниченное снизу 15; 

— производное 18 

Монж (Мопое) 60 

Монотонная функция 27, 158 


Наибольший из пределов 16, 20 
Направляющие косин сы 300 
Начальная функция 

Невенгловский Оч 228 
Неопределенные выражения 42 
Неопределенный интеграл 166, 215 и др» 
Непрерывная кривая 34 
Непрерывная функция 22, 72 
Непрерывность 21; 

— Эйлерова 21 

Несоизмеримость п? 273 

Неявная функция 78 

Нижняя граница множества 15; 

— — функции 21 

Нормаль плоской кривой 61 
Ньютон (Меж(юп) 21 


.Поднормаль 61 


УКАЗАТЕЛЬ 36т 


Область функции 1 
—. внешняя 34; 


‚= внутренняя 34; . 


— замкнутая 32; 

— связная 32; 

Область интеграции 276 

Обратная функция 87, 94 

Обращение функции 87, 94 

Объем 296 

Ограниченная функция 21 

Ограниченное множество 15; 

— сверху 15; 

— снизу 15 

Олднородная функция 59 

Определенный интеграл 151 и др, 

Определитель Якоби 91, 116; 

— Гессе 121 

Открытый промежуток 21 

Осгуд (059004) 260 

Особая точка кривой 97; 

— — поверхности 86, 100 

Остаточный члеи в формуле Тейлора по 
Коши 44; 

— — по Лагранжу 44, 185 

Остроградский 326 


Парабола, ее квадратура 151; 
— спрямление 226 
Параболоид 64, 305 
Параллельные кривые 213; 
— поверхности 147 

Пеано (Реапо) 35 

Пенлеве (РайЦеуб) 149 
Период интеграла 346; 

— функции 84 

Петля 347 


‚ Планиметр Амслера 258 


Плоскне кривые 37, 61 и др. 
Нлоскость касательная 49, 138 
Площадь гиперболы 225; 

— кривой 170; 

—- кривой замкнутой 200; 

— параболы 151; 

— поверхности 300; 

— эллипса 201 . 
Поверхности 49, 85, 137 и др.: 
— аисидальные 147; 

— линейчатые 299; 

—- параллельные 147: 

— развертывающиеся 142 
Подкасательная 33 

Подэрная кривая 132 
Полиномы Лежандра 76, 187, 257 
Нолный диференциал 54; 

— — сложной функции 56 


° Полярные координаты 292 


ЛПоследовательность расходящаяся, схо- 
дящаяся 18 
оследовательность возрастающая, убы- 
`’вающая 18 


; ' 
°, ы . 


Последующее разбиение 156 

Ностоянная Эйлера 45 

Потенциала уравнение в криволинейных. 
координатах 142 

Правильиая точка 25 

— поверхность 300 

Предел 13 

Предельная точка 17 

Предельные значения интегралов 

Преобразование Амнера 141; 

— гомографическое 4132; 

— Лежандра 139; 

— обратными радиусами-векторами 129, 

Ы 

— прикосновения 130; 

— точечное 129 

Приближенное вычисление определенных. 
интегралов 252; 

Призматоид 387 

Произволное множество 18 

Производные 37, 68. 

— высших порядков 39; 

— от неявной функции 93; 

— частные 46 

Промежуток замкнутый 21; 

— открытый 21 

Псевдо-эллиптические интегралы 241 

Пуассон (Ро15з0п) 850 


189,. 


Равномерная сходимость 24, 67 
Равномерно-непрерыгная функция 67 
Равномерно-сходящийся интеграл 207 
Равномерно-сходящийся ряд 69 
Радиус кривизны плоской кривой 125. 
Развертывающиеся поверхности 142 
Разложение в ряды 42, 62 

Разрыва точка 25 

Разности первые, вторые... 50 
Разрывная функция 25 

Расстояние точки от поверхности 111 
Риман (Еетапп) 20, 156 

Робертс Вильям (\ИНат Воречз) 320, 
Родриг Олинд (ОИпае Ко9п<иез) 76 
Ролль-(КоПе) 39 

Рулетта 214 

Ряды сходящиеся 19, 69, 71; 

— —- Тейлора 42, 62 


Связная область 52 

Серре (Зее!) 241 

Сечение 11, 13 

Симпсон (Зпирзоп) 256 
Спрямление кривой 175 
Спрямление лемнискаты 241; 
— параболы 226; 

— эллипса 240 

Стокс (5$40Кез) 317 
Сходимость последовательносте» 
— равномерная 67 
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Тейлор 42, 185 

Точка возврата 99; , 

— двойная изолированная 34, 98; 
Точка двойная изолированная 98; 
— коническая 100; 

— особая 97; 

— правильная 25; 

— предельная 17; 

—. разрыва второго рода 26; 

— разрыва первого рода 25; 

— сгущения 17; 

— Угловая 38 . 
"Трансцендентность числа е 186 
`Тройные интегралы 321, 364 


Угловая точка 38 
„Указатели 168 
„Уникурсальная кривая 227 
Уравнение Лапласа 136; 
— потенциала 142 

Уэллис (\! а) 247 

Уэль (Ноиё!) 226 . 


Фаа де-Бруно (Раа 4е Вгипоу 77 

Формула Грина 287; 

— замены переменных в криволиией- 
ных интегралах 200; 

— в простых интегралах 180; 

— иитерполирования Лагранжа 256; 

— конечных приращений 40; 

— ее обобщение 42; 

— ее распространение 62; 

— Котса 256; 

— Лагранжа 146; 

— Лежен-Дирихле 284; 

— Остроградского 326; 

— приведения интегралов 216, 232, 245; 

— Родрига 76; . 

— Симпсона 256; 

— среднего зиачения двойного интегра- 
ла 281; 

— простого интеграла 162; 

— Стокса 317; 

—- Тейлора 42, 62, 185; 

— Уэллиса 247 

‘Форма кубическая бинарная 122 

Франклин (ЕгапКИп) 280 

Функциональный определитель 91, 

Функция 20 

Функция Эйлера В (р, а) 309 

— Эйлера Г (а) 197; ' 

— вполне определенная возрастающая 27; 

— постоянно возрастающая 28; 


116 


УКАЗАТЕЛЬ 


Функция интеррир: 151, 321; 

— конечная 33; й 

— монотонная 27, 158: 

— начальная 155; 

— непрерывная 
ЗЬ 32; 

— непрерывная одного псременнего 21; 


многих  ивбременных 


— непрерывиая, не имеющая произвоед-, 
ной 72; 

— неявная 78; 

— обратная 87, 94; 

— ограниченная 21, 32; 

— однородная 59; 

— разрывная 25; 

— равиомерно-непрерывная 24; 

— с ограниченным изменением 28; 

— эллиптическая 240 


Центры кривизиы поверхности 112 
Цепная линия 227 


Частные производные 46 
Число иррациональное 11; [2.— 2186 


Шаль (СВаз1ез) 180 
Шварц (Зсп\а!7) 308 
Шварциан 149 
Шеффер (Зсвейег) 109 
1 Итейнер (З{4ешер 214 
Штурм (Згт) 170 


Элемент интеграла 161; 

— линейный 301; 

— объема`333; 

— площади 292; 

— поверхности 303 
Эллипсоид, его объем 299; 

— поверхность 319 

Эллипс, его дуга 240; 

— площадь 201 . 
Эллиптические интегралы 288; 
—- координаты 292, 335 
Эрмит (Негшёе) 186, 213 
Эйлер (Ещег) 242 

Эйлерова непрерывность 21; 
— постоянная 45 

Эйлеров интеграл второго рола 197; 
— первого рода 309 


Якоби (ТасоЫ) 54, 75, 131 
Якобиан 91, 116 
Якобиев определитель 91, 116 


